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n س‎ | A revisto da edição original deste уто foi empreendida com 
өз | Wës oljetives сп теме O primeiro Eloa o био mais voltado 
" ү Para estudante, ampliando discussões e proporcionando aior 
w E an 1 nero de exemplos e ilustações para melbor esclarecer or 
conceitos. Para auxiliar ainda mal o leitor, orum acrescenadas 
Menna dos exercicios de número impar ЕЕГ. 


em muitas seções do test, sugestões para a resolução de 

problemas, О segundo objetivo é enfatizar a utilidade do е 

” por meio de aplicações atualizadas de derivadas e intepnis. O 

| Terceiro objetivo tomar o ivo tão livre de erros quanto pessível 

= foi alcançado por meio de um exame cuidadoso do texto 

| ‘explicativo, aliado a um verificação minsciosa de cada exemplo 
cexencício, 


1 MODIFICAÇÕES PARA ESTA EDIÇÃO 


lie Analítico 


Sugestões diversas oferecidas por professores c revisores, resu 
"aram за necessidade de reescrever e reorganizar a obra. In 
Camos a segir as principais modificações ” 


VOLUME | 


CAPÍTULO ^ Onümerode seções de revisão foi reduzido 
de seis paras, e demonstrações бе resaltados do pré-cileulo 
foram substituídas por exemplos obre desigualdades, equa 
e gráficos, 


САРЇТШЬО2 Hámaiorénfase na significação prática dos 
limites Utilizam-se uma aplicação (sica e afirmações não muito 
rigorosas pura motivar а definição «BE. Ne Seção 24 são 
estudados ов limites que envolvem infinito (е). 


aba do alano; nio ii vida en dois volume Op lumecont cpa 
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CAPÍTULOS Ла interpretações da derivada como coefi- 
ciente angular da tangente e como taxa de variação de uma 
função foram consideradas simultaneamente, c não em seções 
separadas. Na Seção 3.2 foram introduzidos а regra da potência. 
para números racionais e o conceito de derivada de erdem 
superior. Des-se maior ênfase ao uso de diferenciais como 
aproximações linares de valores de funções. 


CAPÍTULO4 А definição de concavidade foi modificada 
de modo à tomar mais Шей estabelecer a relação entre o sinal 
de uma derivada ¢ a forma de um gráfico. Uma sova seção, 
intitulada Resumo dos Métodos Gráficos, inclui uma lia de 
passos ou estágios, раг esboçar o gráfico de uma função 


CAPÍTULOS Апай e integrais indefinidas são 
estas as диш primeiras ses, em pr de em capulo 
Фили. Há quinze novos exemplos olivos а integrais 
prr 


CAPITULOS ^ Quise todos os exemplos sobre aplicações. 
de integrais definidas foram refeitos, de modo a substituir limites 
formais de normas por um método mais intuitivo utilizando 
diferenciais. Dão se sugestões sobre estratégia para determina. 
dão de áreas e volumes. 


CAPÍTULO 7 А demonstração da fórmula da derivada de 
тта função inversa é cada na primeira seção e não na altima. 
As integrais da tangente, da colanpente, da secante c da 
os secante são estudadas na Seção 7.4 (e ndo no Capítulo 8). 


CAPÍTULOS Os tópicos considerados restingeme às 
fangas rimase а ias көеп. 


CAPÍTULO 9 Foram melhoradas as exp 
gestões referentes aos métodos de integra 


icações e ns su- 


CAPÍTULO 10 Para facilitar a referência, as definições e 
notas pam formas indeteminadis são apresentadas em tabelas 
O estudo da fórmala de Tayler foi transferido para c Capínlo 11. 


VOLUME Il 


CAPÍTULO 11 Dewde maior ênfase às diferenças ento 
sequências, somos parci, somas de séries infinitas e ao fito 
de qu оз es de convergencia ndo determinam a soma de 
uma série. Fo completamente reorganizado o material sobre а 
pregio de unos por senes рела e seres de Taylor. 


CAPÍTULO 12 Incluem-sesplicagóes adicionais do cólea- 
lo exvolvendo seções cónicas, de modo que o estudo não se 
limite simplesmente a uma reviso de tópicos de prê-cáleulo 


CAPÍTULO 13 Бы acrescentado e incorporado a exem- 
plose exercicios o conceito de orientação de uma curva, 


CAPÍTULO 14 Para facilitar a visualização e o esboço de 
superficies, muitos exemplos iliam o traço da superficie em. 
cada plano coordenado. O estudo das coordenadas cilíndricas e 
esféricas passa para o Capitulo 17. 


CAPÍTULO 15 A introdugio às funções com valores ve- 
toris foi reescita ¢ integrada à noção de curva no espaço. 
Deus proeminência à utilização do comprimento do arco como 
робо, 


CAPÍTULO 18 ^ Dezcoci ovas Пана comite pure 
Аг major ае aos gráficos e à interpretação geomárica ds 
funções de diversas vrai Seção 16 4a seo método 
de Newion para um sistema de dum cqoagões niolincas 
Arglionas o estudo sobre оз multiplicadores de Lagrange. 


CAPÍTULO 17 А definição de integral dupla e métodos 
de cálculo estio englobados em uma seção, em lugar de deas 
O estudo da integral triplice em coordenadas cilindricas е 
esférica 6 feits em duae seções separadas. 


CAPÍTULO 18 14 uma exposição mais desatada dos 
campos vetrilscorservaivos ¢ da técnica de determinação de 
uma função potencial a partir do gradieste, Em dois novos 
exemplos aplicam-se o teorema de Stokes e о conceito de 
circulação à análise dos ventos no interior de um tomado. 


CAPÍTULO 19 A última seção é dedicada às souções de 
equações diferenciais por meio de séries. 


D 
!! CARACTERÍSTICAS DO TEXTO 


APLICAÇÕES А edição origisal continha exemplos de 
aplicação abrangendo áreas como engenharia, física, química 
biclogi, economia, fisiologia, sociologia, psicologia, ecologia, 
ocranografi, meteorologia —— 
te. Esta lista, já por si bastante extensa, foi acrescida de 
exemplos e exercicios que incluem aplicações modernas do 
cálculo 10 planejamento de computadores, análise de graus de 
temperatura ¢ medida da espessura da camada de ozônio, eleito 
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esta, circulação dis véntos dentro de um tornado, energia 
liberada pelos terremotos, densidade da atmosfera, movimento 
dos bragos de um rebo c efeitos do ps radon sobre a sade. 


EXEMPLOS Exemplos bem estrutuados apresentam so- 
Juções de problemas análogos aos que constitvem as listas de 
exercíccs. Muitos exemplos contêm gráficos, qundrosou tabelas 
que auxiliam o estidante а compreender os processos e as 
soluções, Há também ilstrações Iegendadas, que constiuem. 
reves demonstrações do uso de definições, leis ou teoremas, 
Sempre que viável, incluem-se aplicações que indicam a utili 
е de um tópico, 


EXERCÍCIOS As fitas de exercicios começam com pro- 
blemas de rotina e pridem gradatiramente até exercicios m 
coplas. Mallos ecos contando grifos foram sercon: 
lados a ена cio, Os problemas aplicados gerameae vêm no 
По das ls, рма pem o estudante ganbar себна cm 
manipulações dé novas ane de tentar questões que 
жийде de situações prática, Uma caracteristica deta edição € 
3 helusio de mais de 300 cxercícos marcados com o sinbolo 
(9, понти especificamente para serem raolvior com o 
тий de uma clara cientifica ou um computador. Eni- 
em se recuos picos para alguns desses exercicios (veja 
olmervações comidas no épico Calendar) 


RESPOSTAS А seção de respostas na parte final do livro 
contém as respostas da majoria боз exercicios de número ímpar. 
Considecável esforço foi desenvolvido para tornar esta seção um 
instrumento de aprendizagem e não um simples repositório de 
Чадов para conferir respostas. Para ilustrar, se uma resposta é а 
área de uma superfície cu o volume de um sólido, dá-se uma 
integral definida adequada juntamente com seu valor. Para 
muitos exercícios numéricos, as respostas são dadas tanto na 
forma exata como em ferma aproximada, Incluem se р 
provas e sugestões sempre que forem conveniente, 


CALCULADORAS Сото os estudantes podem ter acesso 
a diversos tipos de calculadoras ou computadores, não procura 
поз categorizar os exercicios marcados com E. O enunciado de 
um problema deve proporcionar informação suficiente para 
саг ou sugerir o tipo de calculadora oa computador disponi 
Vd pan obter uma solução numérica, Por exemplo, se um 
exercicio indica que se deve aplicar a regra trapezoidal com 
|, qualquer calculadora € adequada, desde que а função nio. 

seja muito complicado. Já риа n= 20, é recomendável um 
calculadora programável ou um computador. Se a solução de um 
exercício envolve am gráfico, pode ser adequada uma calcula 


dora que imprima gráficos; todavia, funções ou superficies 
complicadas podem exigir um equipamento computacional so- 
Tisticdo. Como a precisão numérica depende também do tipo 
de dispositivo computacional utilizado, algumas respostas apa- 
tecer arredondadas para duas casas decimais; em outros cisos, 
a precisão pode chegar a ойо casas decimais, 


PLANEJAMENTO DO TEXTO E DAS FIGURAS 0 texto 
foi completamente reestruturado de modo a tornar as discussões. 
mais fáceis de seguir e а enfatizar conceitos importantes. Todos 
os gráficos foram efeitos. Os gráficos de funções de шта ou 
une variávei foram gerados em computador e desenhadoscom 
alto grau de precisão, utilizando a mais moderna tecnologia 


FLEXIBILIDADE А» instivições de ensino que utilizaram, 
as edições anteriores do livro atestam а flexibilidade do testo, 
Segtes e capitulos podem ser reorderados de diferentes manei- 
ra, dependendo dos objetivos e de daração do curso 


Earl W. Swokowski 
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Оссо foi descoberto 10 século XVII como instrumento para 
investigar problemas que envolvem movimento Para estudar 
objetos que se movem а velocidades constantes е ао longo de 

renas ou cireulares, а álgebra е а trigonometria 
podem ser suficientes; mas, se a velocidade varia ou se а 
аја, é iregular, culo toma-se necessário, Uma decr 
sio cuidador de movimento exige definições precisas de 
velocidade (paço percorrido na uridade de tempo) е acelera 
ção (аа de variação da velocidade). Estas definições podem 
er obtidas utilizando-se um dos conceitos fundamentais do 
lal - a derivada. 


Embora o cilculo tenha se desenvolvido para resolver 
problemas de fisica, sun potência е versatilidade levaram aos 
mais diversos campos de estudo, As aplicações atuais da 
derivada incluem a investigação da taza de crescimento de 
bactérias em uma cultura, a prediçãode resultados de uma reação 
quimica, a mensuração de variações instantâneas na corrente 
elétrica, a descrição do comportamento de particulas atômicas, 
a estimativa da evolução de um tumor na terapia radioativa, » 
previsão de resultados económicos є a anlise de vibrações nom. 
Sistema тесийсо. 


calcular а distância máxima a ser pe 
obter o fluso máximo de tráfego 
determinar o número de poças. 

Tero de modo a оме а produção mais eficiente, de 
ponto entre duas fontes luminosas no qual а iluni 


_ 
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e maximizar o lucro na fabricação de certo prodülo, Os. 
matemáticos frequentemente ш 

ungentes a curvas e para auxiliar na análise de gráficos de 
fanções complexas 


Ошто conceito fundamental do cálculo — a integral 
definida — é motivado pelo problema da delerminação de áreas. 
de regiões com fronteiras curvas. Tanto quanto as derivadas, as. 
integrais definidas são também utilizadas nos mais diversos 
campos. Veja algumas aplicações: determinar o centro de massa 
ou о momento de inércia de um sólido, delermisar o trabalho 
mecessário para mandar uma sorda espacial а tro planeta, 
cilcular о йихо sanpiínco através de uma artéria, estimar а 
depreciação do equipamento de uma determinar а 
quantidade de dilição de um corante em certos testes fisiológi- 
cos. Utilizamos também Integrais definidas para investigar 
conceitos tais como área de uma superficie curva, volume de um 
sólido geométrica ou comprimento de uma curva. 


“Ambos os conceitos de derivada e integral são definidos. 
por processos de limites. A noção de lite é а idéia inicial que 
separa o cálculo da matemática elementar, Sir Isaac Newion 
(1642-1727) е Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) descobri 
ram indeperdentemente а conexao ente derivadas e integrais, e 
a invenção do cálculo é atribuída а ambos. Muitos outros 
matemáticos deram importantes contribuições ao desenvolvi- 
mento do cálculo nos últimos 300 anos. 


As aplicações do cálculo aqui mencionadas são apenas 
algumas dentre as muitas que serão estedadas nesie livro. 
Certamente não poderemos discutir todas as aplicações do 
едо, inclusive porque sempre novas aplicações vêm sendo 
desenvolvidas à medida quea técnica avança. Qualquerque seja 
о campo de interesse do estudante, o cálculo quise que certa- 
mente será utilizado em alguma investigação pura ou aplicada. 
Talvez o próprio estudante verha a desenvolver mais uma 
aplicação para este ramo da ciência. 


lh Capítulo 1 


REVISÃO PRÉ-CÁLCULO 


INTRODUÇÃO 


Nest capitulo serão revistos tópicos da ma- 
temática pré-cálculo, essenciais o estudo do 
cálculo. Após rápida discussão de desigual. 
dades, equações, valores solos e gráficos, 
Voltamos nossa atenção para as funções. 
тег que о conceito de função é importante na 
matemática é simplesmente mirimiz-o Tal 
совсейо ёо fundamento do ао co cst 
de todo o assumo. O kitor encontrará a 
palavra função ¢ o simbolo f ou а) иго 
em quase todas as páginas deste livra. 


Nos cursos pré-cilculo, estadamos 
propriedades de funções uilizando а álgebra. 
© métodos gráficos que incluem a marcação 
de pontos, a deierminação de simetria e as. 
translações horizontais ou verticais Ests 

adequadas para se obter um 
rápido esbogo de um gráfico; юби 
cálculo toma-se necessário para determinar 
precisamente onde us gráficos de funções 
crescem ou decrescen, as coordenadas exatas. 
de pontos máximos e mínimos, coeficientes 
angulares de tangentes, c muitos outros dados 
teis. Problemas de aplicação que mio podem. 
ser resolvidos com auxílio da Álgebra c da 
acometria ou trigonometria, em geral podem 
ser abordados representando-Se quantidades 
físicas em termos de funções е aplicando-se 
então os recursos desenvolvidos по cálculo. 


Levando em conta as observações pre- 
cedentes, o estudante deve ler cuidadosamen 
te a Seção 12. A boa compreensão dos 
assuntos ali traiados é essencial artes de 


iniciar a leitura do próximo capítulo, 


2 Club com Gonmeri Манеа Сар 1 


1.1 ÁLGEBRA 


Esta seção contém tópicos de revisão de Algebra que constituem. 
pré-requisitos para o cálculo. Ensnciaremos fatos importantes e 
resolveremos exemplos sem justificar deulhadimente nosso 
trabalho, Uma abordagem mais ampla destes assuntos pode ser 
encontrada em textos de matemática pré-cilculo. 


Todos os conceitos do cálculo baseiam-se em propriedades. 
do conjunto EL dos números reais. Há uma correspondência 
biunívoea entre R е os pontos de uma reta real (reta coordenada) 
conforme ilustrado na Figara 1.1, onde 0 £a origem. O número 
0 (zero) não é nem posi 


Se ае b sio reais, então а > b (a é maior qué D) se ab” 
é positivo. Uma afirmativa equivalente £ b < а (5 é menor que 
а). Referindo-nos à reta coordenada da Figura 1.1, vemos que а 
> bse e somente se o porto À correspondente за está à diei 
do ponto 2 correspondente a b. Outros tipos de desigualdade são 
22h qu grifona «bonat ee < a, qu ig 


ILUSTRAÇÃO 


Propriedades des. 
desigualdades (1.1) 


m EET 
+ (0 + ә Oparatodoa rel 
Demonstram-se as seguintes propriedades: 


eia аза dol: 
Жуй om ci 


—— 
Фа s һе л Geno р cru 


КОРЕР ЕЕ 

Y SRP ni me 
(e > dia 
у se 2 > be € Eposilvo; сий aa >be, E.E 01,5%, £ 


to) a bo Edgard 


dissent 
lees o eot 


3 
H 
n 


- 
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Valem propriedades análogas invenendo-se os sinis de 
desigualdade. Assim, se a < b e b < c, então a < c se ¢ < b, 
emioa + c <b + cet. 


О valor absoluto i de um número real a define-se como: 


monas 
ЕЕН 
ен 


ILUSTRAÇÃO 
< p3 ЕЕЕ 
- piso + Вее -ајел-3 
Demonstra-se que: 
Propriedades do valor 


2 
qm IDE see bos ab 


Uma equação (em x) é uma afirmação tal como 
EI VE =0 


Uma solução (ou rafa) é um eme а que transforma a equação 
em uma identidade quardo x é substituído por а, Resolver uni. 
equação é achar todas as suas soluções. 


EXEMPLO 1 

Resolva 

WPIA- (0 20+ 5-6-0 

soLUção 

(a) Fatorando o membro esquerdo vem: 
щё+3с-1д)=+@, ou ale 2045) =0 

Igualardo cada faor a zero, obtemos as soluções 0, 2.0, 

(9) Undo a fórmula quadrática 


МЕТ шт 
E] 


ГҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮҮ ooa . 


, 


Intervalos (1.3) 


y romena Antica Cop 1 


coma=2, Ь=5 е €=-6, obtemos 


Uma desigualdade (em з) é una alrmacio que contém 
ão menos um des símbolos <, >, =, ou >, tal como 


SA оп -3<ах+2я5 


As moções de solução de uma desigualdade, ¢ resolver uma 
desigualdade, são análogas aos conceitos correspondentes para 
equações. 


mos -emos а intervalos, Nas defini 
sões que seguem utilizamos a notação de conjuntos (3: ), onde. 
o espaço após os dois pontos € usado para especifica restrições 
sobre а variável x. Em (1.3) desigmamos (a, b) um intervalo 
aberto, [a b] um intervalo fechado, [o, 8) ¢ (в, Б] intervalos 
sembabertos, e intervalos definidos em termos de = ou = 
intervalos infinitos, 


io A 

[n 
m pn 
[1] СТР) 
m deae rev) 

СЕ 

(xat) 

Hexen) 

n 
EXEMPLO 2 


Resolva cada desigualdade e espoce o gráfico ба solução. 


[EE 
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SOLUÇÃO 
to sa (ado) 


=1054-3+<2 o  (miliplizado por 2) 
eae (abril 4) 
Has Givilinlopor 3) 


Zeus (desigualdade equivalente) 


Logo, as идел so os números no interno semi-aberto 
(G ¥]. 0 иго esti esboçado na Figura 1:2. 


[E [I 
00-50-1020 (майдо 3) 
5а +2)>0 — (fatorando) 
Sinal do Fator 
BEE OTT ис a 
5-5 


Figura 1.3 


Exaninamos em seguida os sinais dos fators x-Ser42, 

conforme Figura 1.3, Como (x-5)(x-2) > 0 se ambos os fu 

têm o mesmo sinal, ns soluções são os números reais па v 
) U (5, 9), conforme ilustrado na Figure 1.3. 


Ocorrem com frequência no cálculo desigualdades que 
envolvem valores absolutos. 


EXEMPLO 3 
Resolva cada desigualdade e faça о gráfico da solução. 


@к-з1<05 [E 
soLução 
[E 


05<x-3<05 (propriedade do valor absoluto) 


356x435 баттоо 3) 


As soluções sio números reais do intervalo aberto (2,5; 3,5), 
conforme se vê na Figura 14. 


©) -N 3 (ado) 
2-7-3 ш 2e- 7> 3" (propriedade do valor аи) 
eed ош 2> 1Û (somando 7) 


х2 ош x»5 (dividindo por2) 


Аз soluções sio dadas por (+0, 2) U (S, e). Veja o gráfico na 
Figura 15. 


Figura 15 


Un sistema de condenadas retangulares ё uma corres- 

dada enta pres ordenador a 8] е pts de um plan, 
tome untado а iara 16. O plo € chamado lana 
Condo оп pano. Net qu, neste contexto, (a,b) não & 
Жа ea abro, Бем sempre deixar claro se (a, B) 
fores us pero cu va, 


Figura 1.6 


Fórmula 
distância (1.4) 


Fórmula do 
ponto médio (1.5) 


D 


нк; 


2 


[O ponto médio do segmentado Р, P € | 
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ci entre P, e P, € 


ар, р) = бу-лй 


Py) 


o) 


AY 


мө» ДЖ 


EXEMPLO 4 
Dados Al- 
(o di В) 


3) e Dé, 2), de 


49) o ponto médio do se 


soLução 


Os pontos estão marcados na Figura 17, Usando as firmi 
tape (1-5 


(0 MA VETO „УЗЕ ҮЗ e T 


peenennasaasecce<<--" E 


Bimetrlas de gráficos (1.6) 


® ml Ет маз 


a 


Una equação em x e y é uma igualdade como 
DA Ipes, yet Se Лошу esee 


Uma solução é un par ordenado (a,b) al que toma а equação 
uma identidade quando substinímos x por a e у por b. O gráfico 
ds equação consist em todos es pontos (a, b) em um plano que 
correspondem à solução, Admititemos que o leilor já tenha 
experiência еш esboçar gráficos de equações básicas em x € y. 
Certos gráficas apresentam simetrias, conforme se vê em (1.6), 
onde sio indicados testes que podem ser aplicados a uma 
equação em x е у para determinar uma simeuia. 


[rn O) eio =x (0) Origem 
e > , 

C ) (5) 

ban D y PT 
g = ЗЫ ы 
єз 

н» de x йаша de x Жашо de x por 
Сү Кы ETEA 


Os testes de simetria são tes no próximo exemplo, porque 
permitem esboçar apenas а metade de um gráfico, refletindo-a 
п tomo de um eixo ou da origem, conforme ilustrado em (1.0). 
Marcaremos vários pontos em cada gráfico para ilustrar soluções. 
n equação; todavia, o principal objetivo ао fazermos um gráfico 
é obter um esboço preciso sem necessitar marcar muitos (ou 
quaisquer) pontos 


Figura at 


EXEMPLO 5 
Esboce o gráfico de 


[rr Myx Oy 


soLução 


(9) Pelo teste de simetria (i), o gráfico de y «Je é simésico 
em relação ao cixo-j. Damos а seguir alguns pontos do 


Figura 19 Figura 10 


A marcacio de ponios, o tragado de uma curva stave pelos 
pontos e э utilização da simetria nos permitem fazer o esboço 
da Figura 1.8. O gráfico é uma paribola com vértice (0, 0) е 
eixo o longo do cixo-y. As parábola são estudadas em detalhe 
no Capítulo 12. 


(0) Pelo teste de simetria (iî) о gráfico de y - x é simétrico 
em relação no ixo x Os pontar acima do cio x são dados 
or. Alguns desses poms são (0,0) (1 (6,2) 
© (9, 3). Orafando e usando э sim mos a Figura 
15-0 pico ша parl com vi (0, O) e cio mo 
longo do iso 


(9 Peto neste de simmetria (Ш) o fico de 4 0 ндо 
em reli à origem. Alguns pontos do gáficosão(, 0) 
(1,2) е @, 2). Marcando os pontos c usando 
оштв o gráfico da Figura 110. 


Equação de um círculo (1.7) 


A Figura 1.1 ilustra um círculo de cento СЇ}, K) e raio 
ır. Se Pis y) Eum ponto arbitro do círculo, епо, pela fórmula 


da distância (14), АР, С) = r, ou [Р.С = г. etm conduz à 


[essc] 


unitário. A equação do circulo unio de centro m origem é 
ET 

EXEMPLO 6 

Determinar a equação do cesto de centro CE2, 3) e que passa 

Pêlo ponto D(4,5) 

SOLUÇÃO 


O circulo está ilusrado na Figura 112. Como D é um dos pontos 
do circulo, o ralo r é dC, D), ou seja, 


¡CET -VETE уй 


Usando a equação do citeulocom = -2, k=3 e г = Väl temos 
[AERE E 
E Paye5-G-T-0 


No efleulo, costumamos considerar retas em um plano 
coordenado Sunt equações cio dadas pelas seguintes fórmulas. 


| 
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Forma omo- ma Coeficient 
uv Wires quens img. 
-y= nica) y meh 


Retas especials (1.9) 


(19) dá alguns pos especiais de 
angulares. 


| 


(D ушка} m año-definido 
Horizontal: m = 0 


› 


@ Paralelas m, = m, (0) Perpendicubres mon, 1 


EXEMPLO 7 


shoe ата dida para сай par de pontos e determine seu 
coeficiente angular, d 


(0 ALAA 0) 4090821) 


1 


ТТТЇТТТТТТТТЙТ ЧЛ Л Л Л ЛҮ AAA AA AAA 


M 


(€) дз) е 0-2,3) (d) ASI) 


soLuco 
Asics estão esboçada па Figara 143, 


md CEES] mo o 


findo 
m E D y 
| 405 " 
х mas үте 
a s pate m m 
fa Re m pH = (nx 
| жы Ж 
[o 
Pela fórmula do coeficiente angular (1.80): 
G 
w 
o 
[I 5 


= у que não é definido, Not que a reta é 


Uma equação linear em e y é uma equação da forma 
a + by = с (ou a + by + d =0), com a e bn simultaneamente 
silos. O gráfico de uma equação linear é um reta. 
EXEMPLO 6 
Determine а equação linear da rea por ACI, 7) e (3, 2 
SOLUÇÃO 
D coeficiente angular m da reta € 


Por 

———À uba 

"so coet angl" (LEN. Usando CI 7) os 
rn, 

que é eva a 

ааста 


EXEMPLO S 
(a) Determine o coeficiente angular da reta 2 — 5y = 9. 


(Ы Determine as equações das retas por PG, —4), paralela e 
perpendicular ret (a). 


soLução 


(0) Escrevendo aequação como Sy = 24 - 9 e dividido ambos 
os membros por 5, obtemos 


y 


Comparando ема equação com а equação geral y= mr s b 
visa quis ondas megas om ] 
® For (i) e GD de (1.9), ret por P(B, 4) paralele à ra 
(0) tem cocine angular 3 e а perpendicular, 3 As 
sues conespondentes são 
yide 50-3), ou 2-526 
ЕЕЕ 


EXEMPLO 10 
Esboce os gráficos de 41 + 3y = Se 3к—2у «8, e ache seu ponto 


рен 
soLução 
As deas equações são lineares, logo, o rico são ea. Pra 


traçar оз gráficos podemos usar оз intercepts o o iteresp 
озу, obtidos fazendo-se x= 0 e у = 0 respectivamente 
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EXERCÍCIOS 11 


As coordenadas do ponto Р de intersecção são obtidas como 
solução do sistem 


Figura 114 


Para eliminar y do sistema, sl 
por 2 e a segunda por 3: 


NM 


Somando membro a membro, obtemos: 


licamos a primeira equação 


ПМ ou а= 


Esta é а coordenada x do ponto de intersecção. Para determi 
a coordenada y de P, fazemos x = 2 em 4¢ + 3) = 5, obtendo 


4Qs3us au pad 
Logo, P tem coordenadas (2,-1). 


жошо. 


LEA GEC) (dd 


2 was- 
NE 


nc nome 4 a Ig бурлер 


з pebere3 6 -dsrs 
(Gib 7 Boe 
@MI-1 Беса S12 Resolva por sorento. 


8 Possess 
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э їїё-12=-& 10150-14 = 29r 
Mrs 1= 27 2d 1077 


Faeres, 13-16: Resolva а equação utilizando a fr 
mía quieto 


Betir 20 o Mg-G-31-0 
1528-3 


Кт, 17:38 Resolva а desigualdad e exprima a 
solução em ternos de intervalos, quando possivel. 


LL MB Sa 


ЕТЕП 


وور 

e-6 <0 

p 

Peers es 

nile mila 
Ia 

kec рси 

3e4 > 001 — Mpg-3»002 

Sedes ebes 

316-%«з Mpu-mss 


Freres, 39-40: Descreva oconjvso de ponios 
Го, э) фе зишет a condição indicada 


Dra My (9400 (o 
[NE 
0y =2 Q)x«-4 (9 y <0 (yen 
(yl (Oh=zeblas 


Exeres 1-4; Deterale (à (A, B) e D) o pomo 
médio de AB, 


4140,3) 86,2) 4242,56. 

49 Monte que o ийире com чепкез Alê, 3), 
B(,-2) e (53,2) reino е caca s dra, 

44 моле que ов pontos A4, 2) B(1, 4), CB, -1) 
& DUI, ~3) são vértices de ш quadrado. 


erts 48:56 Trace o gráfico da equação. 


ву-зё-а y 042 
ахду m 

om Sy 
— n 


DEIO- as 
35 ya- VETE у-у 


Exerci 57.40: Daermine а equação do cúculo que 
star эз condições indicadas. 


57 Coto сә, 2 


nios. 
58 Cetro Q4, 6), passando por РО, 2). 


39 Tangente a ambos ox eixos, centro no segundo 
quium, rale 4: 


@ Exrerios de um diâmetro 4(4, -3) e B(-2, 7) 


Beres, 61-66: Ache а equação da rta que sar 
as contições indicadas. 


61 Passa рог A(S, 3), coeficiente a 
82 Passa por ACA, 4), coeficiente angular f. 


Ө Interceptor 4, ieretploy =3. 
68 Passa por A(S, 2) e BA, 4 
65 Pas porA(2,=4) e ¢ paralela à eta 529 4, 


66 Passa por A(T. 3) e é perpendicular à retn 
ACSy- 


l 
Exerci 7-8: Determine а equação da 
perpendicular de AB — 


LAG-DACLO AA, 2C2, 10) 


иге. 872: Tnce оз gráficos das retas e deer 
mine seu ponto de intersecção. 


Orya 


yt 
Macy da ay 
Me Sys hey 


BRYN des 


ES Aproxime as csonderadas do porta de inter 
co das reta 


222211222111111111111111191111111 
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(195 - npe (Oy 1 
[ER 
1074 дшше a menor raiz da seguine equação: 


-(6/ я OP + 1080. Para evitar calcar 
ur zero dessa raiz, escreva a fórmula quadrática 


começa а disolver se depende da área da super- 
Tei da comprimido. Una ater бе rapido 
dom forma clinica, comprimento 2 cm, com 
Demi de тео 05 em cad extremidade 
(Veja afigura, Uma segunda mara de compr 
тш vai ser fabricada em forma ceca, com 
бз cn de айша. 


uuu |" = 


у = 


a mie imet do segundo comprimi 
oV mido qe а бла de sa superficie seja 
жө à do primeiro comprimido. 


1) Duermine o volume de caca comprimido 


74 Un cte de hus esa fabricar ums lala 
on La de cilindro iaa to com 20 em de 
sue end? de capacidade (ea а рш). 
rmi o raio interior, 


o a ent come, Objeto ser 


E 


"айда p de lente menor que a distância focal 
[LA ampliação near М а rado do amanha da 
imagem pars о tamanho d objeto. Mestres em 
fisica que M = fA$-p), Se [ = 6 em, a que 
disünci da en leve se colorado o objet de 
modo que ма imagem seja no imo rs vezes 
оон? 


78 À medida que a alitode de uma nave espacial 

aumento peso do asma did at mingir 

sado de impondentilidae. O peso de um 

stromal de 60 1, а юа lite de x quibe 
tros acima do ma, é dado por 


A que altitude о peso do astronauta será inferior 
PES 


79 A дый de Eenagen d (ив metros) de um 
carocerndo a im dad perales por 
= ү + (4/00) Deemire velocidades que reste 
em deines de fragen leto a 25 m. 


O Para que um петао produza o et desejado, 
sus concentração na coment sanguínea deve 
estar acima de um certo alo. nivel eraptico 
mínimo. Suponhamos que concentração de um 
remédio t oras após xe ingerido sj dada por 
Fo AMME + 4) mp. Se о nivet teréntico 
minimo £4 mg], detemine quando este nivel € 
excedido, 


т А resistència etica à (em ohms) pari um fio 
de metal puro es ріпа com sua стреп" 
tura Т (еп С) pela femi R.= Ro (1 + aT) 
рэп constantes positivas a e RO. 


(o) Para qe empatar ze tem R= R? 
Q0) Supondo que а resistência seja O (aero) se 
“373 © Gero solo) dere a. 


(e) Um бо de prata tem эта табари de 
125 ohms a OC. À que Emperor а 
resistência é iguala 2 ohms? 


а о» prod famectucos deves specific 
dosagens recomendadas para alice ¢ crianças. 
Duas mulas para modificação dn dosagem de 
duto рма uso po crianças sã 


н Ж 


[n segu 


ҮКҮСҮ 


onda denota dne de ndo (e mili 

Ta idade da criança (em ams) 

@) se a = 10, taga о gico das dhias eques 
cares no mesmo sistema de cios pon 


б) Para que idade as as fenis especificar 
a mesma dosgem? 


1.2 FUNÇÕES 


Definição (1.10) 


Figura Las 


A noção de função é fundamental para todo nosso trabalho em 
cálculo Definimos uma função como segue: 


O elemento y de E € o var de fem x e se derota por JG) 
безе "f d x"), O conjuro D é о domínio da função. O 
contradomínio é o subconjunto de E que conside em todos 
as valores possíveis 0) рма х em D. 


“Em parat astros funções como па Figura 1.15, onde os 
conjuntos D e E sã representado por pontos dento de regiões 
do plano, Aa matas ce ni qoe c епнш, Ji) (ч 
JOE ЛӨ? de E comespondem os element x, v, 2 € de D. 
Blrnprtaneneta ques code rs D ed copiado enjoa 
um valor f(a) em E; todavia, Gerentes elementos de D, tis 
coma se кр ga 145, di orgias o contro da 


o conjuntos de 


função em E, Nos Capítulos 1-14, а expressio" f ¿uma ju 
indica que o domínio в o contadomíno de f 


Usualmente definimos uma função / enunciado uma 
formals ор regra para achar ЛО), tal como Д5) -VE =, 
Supõe-se então que o domínio ва о conjuro de todos os reis 
que fi) зва re. Assim, pua (e) = VE - 2, o dominio é 
o intervalo infinito (2 2). e x está no dominio, dzemos que f 
é definida em x, ou que ft) existe, Se $ éum subconjunto do 
dominio, então Jé definida em 5 А expresso f não € definida 
fica que x ão está no domínio de f 


EXEMPLO 1 


Seja 
(a) Determine o dominio de f. 

@) Deemire f), JE fC е — fla) 
soLução 


(0) Nose que fé re se e comente se o radicando 4 4 x € 
mic-negativo c o denominador 1 — x é diferente de ето. 
Amim, [(а) existe se е somente co 


44x=0 else 


ou equivalentemente, x 2-4 é x 21 
Logo, o dominio é [-4, 1) U (1, 9). 


(0) Para achar valores de f, substtuimos x pelos valores 
daloe: 


vira visa 


0-1 


Muitas fórmulas que ocorrem na matemática e nas ciências 
determinam funções Por exemplo, a fórmula А = x da irea A 
dde um сод de rio r associa a cada real postivo rexatamente. 
эт valor de A. A letra, que representa um número arbitrário 
do domínio, é uma variável independente. A letra A, que 
representa o contradomínio,£ uma variável dependente, pois 
seu valor depende do valor atribuído а r. Quando duas variáveis 
Fe A «адо relacionadas desta maneira dizemos que A é ção 
der. Outro exemplo: se um automóvel viaja a uma velocidade 
Зате de 50 k/h, então а distáncia d (em quilômetros) 
percorrida no tempo f (em horas) é dada por d =; logo, а 
distáncia d € uma função do tempo £ 
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Figura 116 


EXEMPLO 2 


Deve-se construir um tanque de aço, para armazenagem de pás 
propano, na forma de um cilindro circular reo de 3m de altura, 
com um hemistéi em cada extremidade. O raio ғ deve ser ainda 
‘determinado. Expresse o volume Y do tanque como função de 7. 


soLução 
A Figura 116 la o tangue. O volume da pare cilindrica é 
cado por wm 


[o 
Os di hemistéries das extremidades, considerados em conjunto 
Sm come lia 


4 
$e 


O volume do tanque é eso 
СЕИ 


Esta fórmula exprime V como função de r. 


Se f £ uma função, utilizamos um gráfico para ilustrar a 
variação do valor funcional. f(x) quando x varia no dominio de 
1. Pu definicio, о gráfico de uma função € o prico da 
equação y= fo) para £ no domínio de f. Conforme a Figura 
LA, costuma-se rotular f(a) o gráfico de uma fusci. Note-se 
que se Pla, b) está no gráfico, ento a coordenadas b £o v 
fancienal (a). A figura exibe ө domínio de $ (conjunto de 
valores possíveis de 2) е o contradomínia de f (valores сопез- 
pondentes de y) Conquanto tenhamos considerado о dominio ¢ 
© condomínio intervalos fechados, cles podem ser inervalos 
ободо ou qualsquer conjuntos de resta, 


important notar que como hä exatamente um valor f(a) 
para cada а по domínio, somente un ponto no gráfico tem 
ordenadas а. Assim, cada vertical intercepta о gráfico de uma. 
função no máximo em um ponto. Consegientemente, o gráfico 
de uma função não pode ser uma figura tal como um ciculo, 
que pode ser cotado por uma vertical em mais de um ponto. 


1 


ШЛАК 


nho y 


ГО 


no 


cam Cometa Anaco Cap. 1 


Osinterceptosaz do gráfico de uma função f sho s soluções 
da equação fla) =. Tais os zeros da função. O 
itercepioy do gráfico 6 J(0) se existir. 


Se f £una função par — isto é, se fx) = f) para todo 
хо domínio de f —entã o gráfico de fé simétrico em relação 
ao eixo, pelo teste de simetria CÌ) de (10). Se f £ uma função. 
impar — isto 6 e ca) = Да) para todo x no domínio de f 
Temo o gráfico de f£ simétrico em relação à origem, pelo 
tese de к» (1). Grande pare das fanções no йош nio 
são nem pares nem (impares. 


A ilustração que segue contém esboços de gráficos de 
algumas funções comuns. O kitor deve verificar em cada coso 
a simetria, o dominio e о contradomínio indicados. 


ILUSTRAÇÃO а 
GRÁFICO SIMETRIA DOMINIO д conTRADOMÍNIO 4t 
У 
D= 00 
E 
P 
ТО (lindão par) 


ção impar) 


De (ma) 
R 


E) 
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FUNÇÃO f 


no 


дә = 14 


ГЕН 


Figura 118 


GRÁFICO 
pr 


SIMETRIA DOMÍNIO D, CONTRADOMÍNIO к 


n 
R 


eho -у 


Tião ари) 


função par) 


en 
função mm) ре (mu =) 
к 


[PCIE 


Há funções que são definidas por mais de uma expressão, 
como mo exemplo a seit. 


EXEMPLO 3 
Раа o gráfico da função f definida por 
[2x +3 se x<0 
[o 
1 зеле? 
SOLUÇÃO 
Sex €0, enão Да) =2к *3, e o gráfico de f é parte da rea 


y =2х +3 (Figura 1.18) O pequeno circulo indica que o ponto 
(0, 3) não está no gráfico. 
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Se 0 = < 2, нде”, e o pálico é pate da paribola 
y mé Not que (2,4) ná está gico. 


Se x 2 2,08 valores funcionais são sempre 1, со gráfico 
é uma semi-rea horizontal com extremidade (2, 1). 


Se x € um número esl definimos [(x]] como segue: 
[Ex] = п, onde n ё o maior inteiro tal quen єз. 


Se identificamos B com pontos numa reta coordenada, 
então n é o primeiro inteiro à esquerda de x, оп igual a x. 


ILUSTRAÇÃO 
e N= ensi ~ (Sl =2 
° эрез MIL 


MILLE 
A funcio malor inteiro f ê definida como JCD = [ls]. 
EXEMPLO 4 
Faça o gráfico da função maior inteiro 
SOLUÇÃO 
Damos a seguir alguns pontos (x, y) do gráfico, 


| шше: | = | 


Figura 119 


Sempre que z estiver entre i 
poadente do gráfico será um segmento de reta horizontal, Pane. 
do prífico está esboçada na Figura 1.19, O gráfico continua 
indefinidamente à direita e à esquenta. 


Os gráficos da Figura 120 ilustram translacóes verticale 
do gráfico de y = f(x) resultantes da adição de uma constante 


anel 


Vertical > 0 


a» 


} 


а cada valor funcional. A Figura 121 
ilustra transtações horizontals, 


As vezes podemos obter o gráfico de uma função aplicando 
uma translação a um gráfico coshecito, conforme mostram as 
Figuras 1.12 123 para fp) =¥. 


O gráfico de y = c flx) pode ser obtido muliplicando-se 
рог ca coordenada. y de cada ponto do gráfico de y = f(a). Se 
© < 0, os gráficos de y = efla) ey = |e | f(x) são chamados 
reflexões de cada um deles em relacio зо cixo-x, As Figuras 
124 1.25 itusiram alguns casos especiais com f(x) =. 


fando 
йош, e» 0 


= +e 


м 


у= +9 s= y=M-0 


Figura 121 


E 


ral ж ус су 


+++ > 


Figura 123 
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Figura 124 Figura 125 


Se f g são funções, definimos a soma f + g, a diferença 
fx. produto fg co quociente fig como segue. 


(eee) = fi) b 
U- i6) - fi) - it) 
[E] 


yg. fe 
x Pn 

Odonisiode fJ ge. fg а шезесгдо кв dominios 

de f eg ilo € os mineros comuns» ambos os dominios, 0 


Чоо de flg corse de todos os meros xm iene 
tais que g(x) » 0. > 


EXENPLO S 

Sejam fla) = УЗЕ” є н) = Эк 1. Determine а soma, a di 

ferent, o produto е o quociente de 7 « g с indique о domínio 
ie cada um. 


soLução 


O dominio de f é o intervalo fechado [2 2] co dominio de g€ 

A Cose, а нелека de seus dominios é 2, 2] e 
[EI m 
[E der 


(н) eed) — Dare 


Delinição (1.11) 


ET 
ж) 


Е 


Dominio deg А 


Figura 126 


ENTER 


Asist exo 


polinômio, ito é, se 


н надаа 
a, до números reais ¢ os 
шуо Se a,» Oentão é de gran 


п, Veja alguns casos especiais (onde a # Ù): 
gu Ла função constante 
emi fear fanção lincar 


ваш б) =a +lr+e função quadrática 


Uma função racional é о quociente de duas fanções 
polinomiss. Mais adíante utilizaremos métodos para investigar 
gráficos de funções polinominis e racionais. 


Uma funçãoslgébrica é uma função que pode ser expres 
em termos de somas, diferenças, produtos, quoclentes ou potéz- 
cias racionis de polinômios, Por exemplo, se 


2 


então f é uma função algíbrica. As funções que nio sio 
algébricas sio ditas transcendentes. As fanges trigonométricas, 
esponencini е loparitmicas, estudadas mais adiante, são exem 
plos de funções transcendentes. 


No restante desta seção veremos como, a partir de duis 


funções f eg, poderemos obter funções compostas f *  є g» 
$. A lancio f » g é definida como segue: 


E TESE To ШЫ =] 


DT ево = 160) 
SS dot de ado cn do do 
de g ial que St) ән! no domínio de f. 


O ATi 126 lina дире f, ge J og. Nowe que, 
ДА pura x so бав de y, primero determinantas gb) (que dore 
(Й sacra Sentado $) cao ese gundo ar eras 


f) 
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Paca a função composta g * f, inveriemos a ordem, 
determinando primeiro f(x) е, em seguida g(j(x)). O domínio 
de o f é o conjunto de odes os с no domíri de f ав que 
fi) es no domínio de g. 

EXEMPLO 6 

Se JG) есле = 3x + S, determino 

(9) (79 0) e 0 dominio de {+ 

(0) (e Je eo domínio de g f- 


SOLUÇÃO 
[Nur definição de f og 
fixes) definição de g 
“Gress definição de f 
0ê 0e2 simplificando 
O dominio tanto de f como de g £ R. Сото para cada x 


em R (o domínio de g) o valor g(a) esti em R (domínio de f), 
o domínio de f o g é também В. 


O а= Л) definição de go f 
-&ё-л) 
-%ё-1)+5 
E simplificando, 


Como para cada x em (dominio de 1) a função J(4) está 
em R (domínio de g), о domínio de g » f é R. 


Pa Ro abs que Nai) e fi caca 
збо a mesma! fee |. 


Se диз funes | е g ёт ambas domínio В, o domínio de 
Тевек fé tbém Н. Ese ft € strado pelo Exemplo 6 O 
próximo exemplo mosta que o domínio de uma função composta 
pode ser diferente dos domínios das us funções adas. 
EXEMPLO 7 

Se fp) e 16 e ga) = VE, determino 

(9) (f e) eo domínio de f =g 

(0) (e Di eo domínio de go f 


TfTTTTTTTITTTTTTTTTTTYNVTTTYTATASTTTTTA 


SOLUÇÃO 


Primeiramente note que о domínio de f é R e que o domínio de 
8 É о conjunto de todos os reais não-negativos — isto €, o 
interval (0, =), Procedemos como segue 


DNS) definição de f eg 
10%) definição de g 
(3) -16 definilo de f 
p simplíicanto 
Se considesissemos apenas а expressio final x — 16, 
poderiamos ser levados а crer que o domínio de f * g fosse R, 
pois x 16 é definida para todo real x, Todavia, tal não £o caso 


Por definição о domínio de f o ¿o conjunto de todos os x em 
10, =) (domínio de g) tal que g(a) está em & (domínio de f). 
Como фа) = VF está em ara todo x em [0, e), segue-se que 
o domínio de f «g é [0, =). 


[I] detinção de gof 
ale -16) definição de $ 
га definição de y 


Por definição, o domínio de g 2 f é o conjunto de todos os. 
x em R бой de J) tal que у = É — 16 esi em 0,8) 
(dominio de) А afirmação? —16 ei ет, e) 6 equivalente 
à cada uma das desigualdades 


1620, £216, e Маз 


Assim, © dominio de g » f & a unido (-=, -4] U [4, 4). Nete 
que € ити os domínios de f e g. 


Se f eg são funções uis que 
y= Des o st) 

então, substituindo o valor de w em у = f(u), vem 

fs). 


Para certos problemas no cálculo, costumamos inverter este 
procedimento, cu зер, dado y = Ma) pora alguma função А, 
deteminamos uma forma funciona composta = f(u) e 

tal que) = fats) 


"ETT сө! E =. Cap. Moto pelado 
HEN EXERCICIOS12 
Expresse y = Qu + 5) sob forma de wma função comporta IE 
К E 1 Seja EE а cleo OAB eK) AS 
soLugÁo s » Rms xum 
2 Se fo) = Êz calcule f(-2), (O) e Дэ!) C V 
Sopas uum aine mis im ala ûe + E 5 RRS i вона 2524. O рие de vs Kage [wi 
usando uma calculador. Pimeiro calularíamos 2r + $ е em кэн. 3.6 Se а е до кав, determine csimpli-— domino Os x 5 4 É exibido pela fra. Eso o 
seguid elevartamos o resultado à раней, 8 Isto sugere fazer pr A a 
unes Ce ун o «fi e o fet) tra neo 
Р е . A rh ar refe) 
que É uma forma funcional composta para у = (2x + 5 و‎ жана qme 
Grato 
== = SIs 6 Д) 20+ 3-7 [rr 
O método usado no exemplo precedente pode ser aplicado. Freres. 7-10: Determine o dominio de f. Oye 4AD 
a ouma fiches Em geral, suponha у = AG). Para esenlher a шус fes 20-3 
Expressão interior u = x) em uma foma funcional composta, 1 f- - [09 4 3 
faça à segue pergunt: те estes mando uma calulados, à М 
que parte da expressão Ka) seria calculada primero? Isto conduz = QU B 
cm geral escolha adoquada de и = go). Apûsescolher recom. Т 
Os И иеэ сод. Eeres. 11-15 Determine se f par, impar ou nem P o. 
problemas ics e 
А 24 (a) y = Дх-2) 
ILUSTRAGÁO ni) ta) Se + mya fee 
Valor de Fangio Escolhe dena) Hedy fi СЕЕ : erem 
ن‎ y 
1010-00-07 т 
mo y= 
Фу--Д=+ a 
rem y= e-4): 3 


Hie 
еге. 13-28: Esboce, ro mesmo lino coordena 5 


A forma funcional compost manca é drics. Considere, por lero e 1 


exemplo, a primeira expressão da ilustração precedente 
y=- sec 


Simerias, ranslzdes verticis, tonslagies 
horizontais, ongamento ou reflexao) 
Sendo n un Inteco arbitrário o-nulo, poderíamos escolher вло Ме 


M f= h-e 


ne (Poser ye 


seres. 25:30: Esboc o prifico de f. 


“Assim, há um número limitado de formas funcionais compostas. 
Geralmente, nosso objetivo é escolher uma forma til que a 
expressão resulante para y зей simples, como fizemos na 


3 у= Wim кє 


“ido тузе 
=r: 


19 Joys cic 
эю f) = б +: 


3e Calado com ЛҮҮ 


"T 
SER 
T'as 


sere 
1 


ET 


— 


ON | 


1 mrez 

a» CO te 
СУСЕ] 

20 (a) 160) = +21 
[E] 


[d 
[I] 
f) = ls] 2 


Exercs 31-36 (a) Determine (f 40 (= X. 
UNO e (76). 0) Determine o domínio de f + к, 
TA 


Е WS 
шло seja rar 
зло) к= 

x x 
E mod; 


Tecos 35-41 (a) Determine ( o) е o domo 
“de Ja (0) Determine (rs fe] е o dominio de gf. 


ЕЕЕ 
зә m, ңуз 
IME LI 
38 f() = 37x; ap) sit 
9-м 
a6) VETE 


Byra y NET 
1 
gy MANET 


aa lo 


oy- A-1 g 
Ma tala 
Ва OVE tat) E 

CEA 
sa Se J()- VETT -1, aproxi (09001, Para 


evitar caculr um valor zero para (00091), 
Крга 


dose es lados (ија figura) Express o volume. 
Y de caixa como função de x. 


i—i 


Ei 


[E 


bento em cima, e 45 em de айма, 
deve ter un volume de 170 H. Sejam x o 
sompiment e y мма (vj а gura) 

(a) Esprimi у como função de x. 


®) Exprimir em fanclode xa drea ttal de vidro 
peas 


эз Um hao де ar quente е bera à 1h da taie е 
sabe verticalmente à razão de 2 ms. Um ponto 
e osrvação est эша а 100m do pou do 
cão dietamente debaixo do balio (veja 3 fig 
Sendo ro tempo em segundos, após 1 da 
exprimi a distinc d do balio ао pono de 
chrervação em função det. 


Ponto de. 
p 


56 Deve-se construir im tanque de aço em forna de 
am cilindro circular et de 3m de altura con dois 
kemistrios os extremos. O rao r alada ex por 
determinar. Exprese а irea 5 da superficie do 
Tanque em funçao de т. 


51 De um ponte exteñor que ed n A unidades de 
um ейсм de ralo r, пазе uma tangente ao 
círculo (vejna figurs) Seja ya distância do pont 
Pão ponto de араса T. 


(a) Exprese y como fio де. (Supe Se С 
Фа сепз do cl PT € perpendiculara CT) 


(0) Se ё o raio da tera e A é à atura de um 
podemos dedusi ита ит 
máxima (A tera) que um 


Se h = оте. 
amrovimação para y 


58 O triingulo ABC está inscrito em un semicircub. 
de dinero 15 (veja э figura) 


(0) Se x € o comprimento do lado AC, exprese 
ocompeimento y do ado BC como função de 
a indique seu domínio (Sugestão: ângulo 


ACH rio) 
(0) Enpresen dron do йай ABC come 
unção de x. 
8 
A E) 


¡usadas aa eéxima рма. A cabeceira da pita 
«аба uma distância perpendicular de 100 metros 
da base dore Se тё a distância percorrida nu 
pista por am avito, expresse a distância d ente 


o є lore de controle como função de 1 


TLTTTTTTLTTLTTTATITA AAA att 


imer Anata Cop 1 


de construit um abrigo retangular abero 

ihi em 2 laos vericais de 1.20m de 

gore ww lelo plano, anexo а ша armazém já 
sew. O teto plano dese ser de h 


qe 
sis $5 meo quadrado, e os dois lados 
devem cr de compensado, que custa $ 2 por 


la) e gomos de $ 400 para а construção, 
уне o comprimento y em função da 


foli i m co de cone circular reto. Na 
a rie de bases а e já foram determi- 


(0) Utilize а semelhança de triingulos par ex- 
presa y como função de A. 


(0) Express o volume do tronco em funde А 


(0 Ses 2m e b= 1m para que valor de ho 
value do tona € de 20а 


ко circular reo de ro r e altura está 
jum cone de atra 12 е alo da base 4, 
confome а figura. 


(o) Express como fuego der 


M) Espres o volume Y do cilindro em função 
der. 
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Na geometria, um ângulo fica determinado por duas semi-retas 
com mesma origem 0, o vértice do ángulo, Se A c B são pontos. 
cas retas |, e Ina Figura 1.27, temos o Angulo АОВ ou Z АОВ. 
Costumamos denotar wm Angulo por uma letra grega a. fi ou 6 
Na rigorometria também podemos interpretar 2 АОВ como 
uma rotação do raio 1, (lado Inicial do ângulo) em tomo de O 
até uma posição especificada por /, (o lado terminal). A 
do e a direção de rotação são arbitrárisa; podemos fazer 

tas em qualquer das duas direções em torno de 

m L, Assim, infinitos ângulos podem ter os 


como vértice ¢ o lado inicial зо longo do 
a Figure 128). O ângulo € é positivo para uma rotação 
anti-horário, e negativo para vma rotação horária 


А magnitude de um ângulo pode serexpressa seja em gras. 
оп em radianos. Un ângulo de medida em graus, 1* corresponde. 
de uma revolução completa na direção anti-horária. Um. 
iimuto (1º) € ğ de um grau, c um segundo (17) € 3 de um 
minuto. No cálculo, a unidade de medida angular mais impor- 
tante € o radiano. Para definir um radiano, consideremos o 
círculo unitário U com censo na 
tetang 


m de um sistema 
lar de coordenadas, e са 0 am ángulo na posição padrão 
Figura 129). Fazendo o eixo-x rodar até coincidir com 
nal de 0, seu porto de intersecção com U percorre 
uma cera distância f até chegar а sua posição final P(x, у). Зе 
té considerado positivo para uma rotação anti-horária e negativo 
para uma гойо horária, endo Û é um ângulo de £ radianos, с 
escrevemos 6 = t. Na Figura 129, t É o comprimento do arco 
АР. Se = 1 (isto é, se 0 €um Angulo de 1 radiano), então o 
comprimento do arco АР em U é 1 (veja a Figura 1.30). 


Como s circunferência do circulo unitério E2m; segue-se 
que 


л radianos = 360" 
Este fato nos dá as seguintes relações: 


Figura 130 
Relações entro graus e radianos (1.12) 


1807 = x radianos 


= Т 
ris کا س‎ 


Aproximando 1/180 e 1800, cbtemos 
17001745 80 е Irado 50295787 
O próximo teorema É uma conseqüència des fórmulasem (1.12). 


Toorema (1.13) 


бте id aos cn pra, ipu por 10. 


® рма traiformar gravis em radianos, mille por NL. 


Quando se dí а medida em radianos, não se indica 
unidade. Assim, se um ângulo tem medida em ndianos 5, 
escreves D = 3 em lugar de O = 5 radianos, Quando se trata 
de medida em graus, escrevemos Û = 5°. 


SPENT 
* 5 $ 


90 120 195° 150" EO 210" 225° 2AF 270 300 315° 390 340| 


A tábua acima exibe а relação entre medidas em racianos 
e em graus, para vários ângulos usuais Os valores podem ser 
verificados utilizando-se o Teorema (1.13) 
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Un ángulo central de um circulo é ura ângulo @ cujo 
vértice eoincide com o centro do йай (Figura 1.31). Dizemos 
culo qu o aco AF sbendeo ngo боз que ¿subido 
per АР. Dá se a seguir a relagão entre o comprimento s de 
АЁ, а medida em radianos de O e o raio do circulo r. 


Comprimento de um arco circular (1.14) 


Se um arco de comprimentos num circulo de raio r subiende 
um ángulo central de medida O em radianos, então 


e 


DEMONSTRAÇÃO 


Se s, 60 comprimento de qualquer outro arco do círculo, e 
0, é a medica em radianos do Angulo central corespordente, 
A tão, pela geometria plana, «razão dos arcos é a mesma que а 
razão das medidas angulares; isto é, sí, = 80, donde s 
ӨӨ, Se considerarmos o caso especial em que U, 
Figura 131 ıs = 0л е obtemos з = 2л/8{2л) = r8. 


Utilizaremos mais adiante о próximo resultado. 


Área de um setor circular (1.15) 


Se ё a medida em radians de um барм» central de 
circulo de ral ге se А € à área da setor circalar definido por 
eo 


DEMONSTRAÇÃO 


A Figura 131 exibe um ângulo típico ¢ o correspondente setor 
circular. Se Dé qualquer outro Angalo central A, a área d setor 
correspondente, então, pela geometria plana, A/A, = М, 


tangente, a co- semte, respectiva 
mente, Podemos definir ав funções trigonométricas em termas 
de umm hngulo O os de um número сайа. HA dis meto 


que utilizam ângulos: 


1. Se B é agudo (O < Ө </2), podemos wilis 
retângulo 


О 


ЛИНА ЛАКАЛ ТҮ 


М Снн qo entr К? | 
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2 Se 0 é qualquer ângulo (em posição padrão), podemos 
ий о pomo Pla, b) зт que о lado temia de O 
inercepta о сісцо 2º + y = rl 


Nas defiições qe séguem, us abreviaturas adj, op e Mp 
são sad para designar os comprimentos do lado adjacente, do 
ado оромо є ба hipotenusa de um tiângulo retingulo tendo O 
cono ángulo. 


As fungóos 
Wgonométricas (1.16) 


O valor de uma função trigonométrica para um número 
real x é seu valor em um ângulo de x radianos, 


Note, por (ii), que não há diferença entre funções trigono- 
métiicas de ángulos medidos em radianos є funções tigonomê- 
tras de um número real Por exemplo, podemos interpretar 
зеп2 como o seno de um ángulo de 2 radianos cu como sendo 
о sexo do número real 2. 


РА Os valores das funções trigonométricas de ângulos agudos. 
тїй» em() são razoes de lados de um triângulo retângulo, logo, são 
ШЕ} OR mimeros reais positivos. Para o caso geral (ûi), o sinal do valor 
id “função depende do quadrante que contém o lado terminal de 

у 0. Por exemplo, se 0 está no quadrante П, оа < 0, b> Û е 


dai sen Û = br > O e ese В = гўр > O. As outras quatro funções 
são negativas. À Figura 132 indica esquemalicamente estes 
fatos, О leitor deve verificar os sinais nos quadrantes estas, 


Identidades 
fundamentals (1.17) 


Observa-se a partit de (i) da Definição 1.16 que o domínio 
de sene cos consiste em todos ox ângulo 0. Como tan O e sec 
O não sio definidos se a = 0 (sto é se o lado terminal de D está 
то ено), o dominio de tan e tec consiste em todos os ângulos 
excetoos de medida em radianos (12) + л, onde n é um número 

teiro. O dominio de sot e ese consiste em todos оз ángulos 
exceto os de medida em radianos л, pois cot Û e cse 0 não sio. 
estinidos se b = 0. 


De Gi) notae que 
Jen O = 1, cos 0] «1, fes: 0] = 1 e hee 0/31 
Para tdo O no dominio destas funções. 


Indicamos a seguir algumas relações importantes entre as 
funções trigonométricas. Lembremos que uma expressão tal 
como sen” 0 significa (sen ONsen В). 


1 a E 
E D NEUE 
gis s з 
secü = % toa 1+? O msec? 0 

dial eof 8 -. 
cuts 1ecof 0 ccs 


Cada identidade fondamental pode ser demonstrada recur 
endo ao item (ii) da Definição (1.16). Por exemplo: 


As identidades fundamentais são úteis para mudar forma. 
de una expressão que envolva funções trigonométricas, Para 
Яши, cono cos 0 = 1 — sen? Û, 


No Capítulo 9 uilizaremos substituições trigonométricas 
do tipo ilustrado по próximo exemplo. 
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Em 


EXEMPLO 1 


Se a > 0, expresso VET 57 em termos de ama função trigono- 
imética de Ө sem radicais, fazendo а substituição triporomética. 


нака pan 285 


soLucáo 
Façamos x = a sen 6: 
Ут = азе" 4 
O 
O 
мазе 
ELI 


A ima igualdade é verdadeira porque, primeiro, Vi? = а sea» 0, 
© segundo, se АЛ « 0 = А07, então cos 0 = O e dai 
Ves! «cos 


Há vários métodos para achar valores de funções trigono- 
méxicas. Pare ceros casos especiais podemos referir-nos ав 
tvidngulos retângulos da Figura 1.33. Aplicando (î) da Definição 
(1.16) obtemos: 


Valores ospociais das funções trigonométricas (1.18) 


Figura 133 


oe To zT 

Байати) Omas |ше ан | seo [асв 
z "14 PEE 
LPE sd hi ادغ‎ Sa 
E | | a (м 
z y E a WI 
irj? 3215 


Deas razões para enfatizarmos esses valores especiais são 
(1) que eles são exatos є (2) que eles ocorrem com fregiéncia 
па trigonometria. Em vita de sua importância, é conveniente, 
senão memorizar atibus pelomenos ser capaz de determin- 
rapidamente com auxilio dos tiigalos da Figura 133. 


Cap 1 Revo preto 19 


Ángulos de 


referência 


^ 


É possivel aproximar, com qualquer gra de precio, os 
valores das fungies trigonométricas para qualquer Angulo. А 
Tabua A do Apêndice Ш di aproximações de alguns valores 
com quatro decimais. 


“As calculadoras cientificas tem teclas SIN, COS e TAN 
ue podem ser usadas para otter essas aproximações. Os valores 
de ese, sec e со podem ser obtidos utilizando teca de inversa 
Их, Antes de usar а calculadora para achar valores de funções. 
que corresponden em radianos, certifique-se de que а culcula- 
dora está no modo radiano. Para valores de junções em graus, 
e calculadora deve estar no modo grau. 


Como ilustação, para achar sen 30" numa calcaladom 

pica, coloque-a no modo grau, ente ө número 30 e aperte a 
tecla SIN, Obterá sen 30" = 1,5 que € о valor exato. Utilizando 
o mesmo processo para 60° obtemos uma aproximação decimal 
de УЗ, como, por exemplo, sen 60" = 0,8660254. Do mesmo 
modo, para achar um valor tal como cos 13, onde 13 € um 
número real ou a medida em radianos de um ângulo, colocamos 
a calculadora no modo radiano, eramos 1,3 ¢ apertamos a tecla 
COS obtendo cos 1,3 = 0,2674988, 


Para determinar valores exatos de funções trigonométricas. 
para um ângulo Oem (i) da Definição (1.10), s vezes utilizamos 
o ângulo de referência de 9 — isto 6,0 ângulo agudo 0, que 
о lado terminal de Y fz com о eixo-r. A Figura 1.34 ilustra o 
ngul de referência 8, para um ângulo em cada quadrante. 


u [ p 


Es 


Mostr-se que, para achar o valor de uma funcio trigono- 
métrica em 6, podemos determitar ses valor para o ângulo de 
referência Ba de e então prefixa o sil adequado referindo-a 
ao quadrante que contém 6 (veja a Figura 132). 


EXEMPLO 2 


Determine sen û, eos O e tg 0, se 


1171111111111111111191111ЯзаЯеЯе е е2 


HO lo oa Geom Arica 


T 


тна хе 


тарт 


| 


[E 
SOLUÇÃO 
A Figura 135 ilustra о ángulo e seus ângulos de referência. 


Utilizando valores funcionais de Argulos especiais (1.18). ob- 
temos: 


x 
[NE 


sz 


costs m cosas" E 


ES gas” 


Se usamos uma calculadora pars aproximar valores de 
fungóes, os ângulos de referência tornar-50-jo desnecessários, 
Como ilustração, para achar sen 2107, colocamos a calculadora 
no modo pran, inserimos o número 210 e aperamos a tecla SIN, 
obtendo sen 210º = -0,5, que é o valor exato Usando o mesmo 
processo para 2407, obtemos a aproximação decimal 


sen 240" m 0,8660254 


Para achar o valor exato de sen 240, não se deve usar uma 
calculadora. Neste caso, achamos o ángalo de refetncia 60° de 
240 e usamos o teorema sobre ângulos бе referência juntamente 
com resultados conhecidos sabre ângulos especias, obtendo 


г 
жн = seno = 29 


Para traçar o gráfico do seno edo co-seno, podemos estudar 
a variação de sen O e cos 0 quando Ө varia, esanda um círculo 
unitário U em (iî) da Definição (1.16), Fazendor 1, аз fórmulas 
ens O = alr e sen O = blr tomam as formas mais simples cis =» 
e sen @ = b. Logo, o ponto Pla, b) em U pede se denotar por 
Pens 0, sen б), conforme ilastrado na Figura 1.36. Fazendo 9 
aumentar de O а 2x, о ponto P(cos 6, sen 8) percorre o círculo 


unitário uma vez no sentido anti-horário. Observando а coord 
nada-y, sen f, de Р, obtemos os seguintes fatos nos quais as sets 
são usadas para indicar as variações de 8 e sen O. (Por exemplo, 
0— л? indica que Ө aumenta de O a #72, e 0-41 significa que 
sen O aumenta de 0 a 1). 


0-120- 


а percorrer U, o mesmo райпо se repete a 
intervalos 2л, 4n] e [4x, бл]. Em geral, os valores de en Ose 
repetem em todos os intervalos sucessivos de amplitude 2n. Urn. 
função f com domínio D É periódica se existe um número 
positivo real k tal que x + está em D e Дх) = f(x) para todo 
xem D. Isto implica que o gráfico de f se repete а intervalos 
sucessivos de amplitude A. Se existe um menor número real 
positivo &, £ chamado o período de f. Segue-se que a função. 
seno é periódica com período 2л, Utilizando este м e grafado 
diversos postos, omanda valores especias de Ө sis como 2/6 
ЭА e 28/3, obtemos o gyálico da Figura 1.370), em que 
utilizamos O = к como variável independente (medida em 
radianos ou números reais). 


O gráfico de y = cos 0 pode ser obtido de modo análogo, 
estudando а variação da coorderada-, cos B, de P m Fipra 
136 à medida que Ө cresce. O leitor deve verificar ов gráficos 
estames de Figura 1.37. Note que о período das funções tan- 
gente e co-angente é x, 


Uma equação trigonométrica é uma equação que contém. 
expressões trigonométricas. Cada identidade fundamental é um 
exemplo de equação trigonomética, onde cada número (ou 
ângulo) no dominio da variável # uma solução da equação. Se 

não é uma identidade, em geral 
obtemos soluções utilizando técnicas análogas às usadas тата 
equações algébricas. A principal diferença é que primeiro 
resolvemos a equação trigonométrica em relação а sen x, cos Û 
lc, € em seguida achamos os valores de x ou 0 que satisfaçam 
a equação. Se não se especifica а medida em graus, então as 
soluções de uma equação irigonomética devem ser expressas 
em radianos (ou números reais) 


Ho Colt com Gone Analia Cap 1 


| 
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D y= senx OD уе cosx a 
i» 7 
[om (0 y= secr 


Figura 137 


EXEMPLO 3 
Determine as soluções da equação sen 


(9) O está o intervalo (0,22) 

SOLUÇÃO " 

(8) Se sen = 3, então o ângulo de referência para O é x/6, Se 
considerarmos В como um ángulo na posição padrão, então, 
сото sen Ө > 0, o lado terminal de Ө está no quadrante 1 


ou no quadrante П (veja a Figura 1.38). Assim, bå duis 
soluções para 0 < Û < 2x: 


(Ы) Ө € um real qualquer 


HIM 


$76 


Ы Como в função seno tem período 2л, podemos obter todas 
assoluções adicionando múltiplos de 2л a 1/6 e 52/6. Daf 


ССРИНИН 


ponto em que o gráfico de y = sen Ө intercepta a reta horizontal 
У = 4 conforme iustraa Figura 139. 


Dada uma equação trîgenomdrica al como sen 40,663, 
podemos aproximar O usando uma calculadora ou uma tábua, 
Certas calculadoras tëm uma tecla SIN "ou ASIN para este fin 
Com outras, é preciso pera INV с endo SIN, Essas nações. 
taselam-se nas бинде trigonométricas imersar, que serão 
estudadas na Seção 8.2. Como veremos, há uma função denotada 
por sex”, оа areen, tl que 


xe" ben 0)=0 ıe Î 30s (ou ~90 <0 <90) 


Note que esta fórmula indica que, aplicando sen 
obtemos В, desde que 0 satisfaça as restrições in 


a sen O, 


O próximo exemplo ilustra o uso de uma calculadora sa 
esolução de uma equação tigonométrca. 
EXENPLO 4 


Se sen O = 0,5 е 06 um ângulo agudo, usc uma calculadora 
aproximar a medida de 6 


Ф mgs 00 оттан 
soLução 
(а) Coloque a calculadora no medo gro: 
tn OS: 05 (ur de sen 0) 
AENeINVSEN: 30 Coe em pr de 0) 


®) Coloque a calculadora no modo radiano: 


Ina 05: 05 (valor de sen 0) 


Aperte INV SEN: — 0521504. (medie «и пин de) 


5 


DE нр ШЕТ 


ОШ 


ЖҮЛ 


ET 


O ultimo número é uma aproximação decimal para ui ângulo 
de medida лб radianos. 


É importante votar que há muitos valores de 0 tais que 
en 0 = 05, todavia, uma calculadora dá apenas o valor ente O 
© л (ou entre O e 90°), Da mesma forma, se sen 0 = - 0,5, а 
Calculadora dirá uma aproximação do valor A = -1/6 (ou 
0 =-30°) entre 020 O (ou entre 0" e C). 


Na Seção 8.2 éefiniemos também funções denotadas por 
co, ou sco e tar", ouarcig com as sepuints propriedades: 


cos! (cos0) =0 se 03051 (nO <0 41807) 
Ir 060) =D se -3 <0 <7 (ou 0° <0 97) 


Eslas funções podem ser empregadas da mesma forma que. 
SIN sio é, INV SIN) usada no Exemplo 4, Ao utilizar una 
calculadora para achar 6, devem-se observar as restrições quanto 
a 0. Por exemplo, hí muitos (init) valores de В tais que ig 
Ө = -1; todavia, uma calculadora dá operas o valor que está 
nte X2 e 0 (ou ente -90° е0). Sese desejam outros valores, 
pode-se proceder como no exemplo seguine. 


EXEMPLO 5 


Se 1g 0=-04623 е Û < Ө < 367, determine Ө а menos de 04, 
SOLUGAO 


Se estamos utilizando uma cacaladora (modo gnu) para achar 
0 quando tg O é negativa, entio a medida em grans está no 


intervalo (-907,07). Em particular, lemos 
ама -04623 0,4623 (valor deg 0) 
Apte INV ТАМ: -24811101 qua valor de v) 


Assim, а aproximação emi graus é = 24 


Como desejamos obter valores de Bene 0* e 360 usamos 
O ângulo de referência (aproximado) 6p = 24". Há dis valores 
possíveis de O ais que tg B € negativa — um no quadrante 
outro no quadrante Г. Se Û está no quadrati Il el ж 8 < 300 
temos a smagā da Figura 1.40, e 


= 1800, = 1807-24, 


PIN 


Se € está no quadrante ТУ € O = 0 < 3607, então, conforme 
Figura 141, 
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02367 -0, = 30 248, ou 03527 

Um método de resolução que não envolve ángulos de 
refencia consiste e usar o fato de que a função tangente em 
periodos, ou 180". Assim, após obter Û 249 podemos achar 
ângulos apropriados entr 0 е 360" somando 18 e M, c 
жк: 


ES EIC 
AE + 300 = 


Existem muitas relações Importantes ente as funções 
trigonométricas. As fórmulas pora as negativas são 


Sem (a) = sen сов (а) = сови tan (a) = tmu 
ese bu) = сеси sec (cu) =secu co (eu) = -cot n 


Esos бонии mostram que o seno a tangente, a co secante е 
a cetagente so биде mars, e coseno ¢ a scale 
funções така, conforme também flic рез sinta de 
жш рк a Piura 137 


As fórmulas de adição e subtração para o sono eo coseno. 
sio 


dem (и =) = sem и cos v cos w sen v 
cos (u = v) = cos u cos уу sen u sen v 
As fórmulas do angulo duplo pura o seno e cosseno são 
жазы -2 enu cos w 
cosu =codu-sentu 
= 12ser u =2 cosu- 1 
As fórmulas do ângulo metade são 


Estas c curas fórmulas úteis no cálculo estão relacionados no 
início deste livro 
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Exercicios 13 


Exeres, 1-2: Ache а medida exata do ángilo em 
pone 


1 ise Quae (easy (e 
24925 MAN (060 (9-35 


seres. 3-4: Ache а metida exata do ângulo em 
gi 


э „ыз „Мм 
эш 0% ө 


n. 3 


eT eu w- 


we ыр 


Exerc, 5-6: Ache o comprimento do arto que 
subtene um galo atl em vm cro de meo 
d 

sos 4-16 

60222 dim 

seres 1-8: Ache s valeres de x € yna figura 


зеге 9:12: Ache os valores ds funções vigono- 
тй se é um Angulo ao. 


9 mos] a 


nude Dott 


Feres 13-14 Se 8 estä а posição patrio, + Q está 
vo lads terminal d В, ade os valores бв funções 
Vigonoméiricas de, 


BOS маал 


Ever. 15-16: Seja O ra posição pido, com lado 
terminal no quadrante especificado satisfazendo a 
condicio dida. Determine os valores des funções 
"rigotometrcas de 0. 


ТТЕ 
16 1V;pergendiala à reta por A(S, 12) ВОЗ, -3) 


Fera. 17-20: Se 0 é um ângulo agudo, use identi 
ds findo s 


СТЕРТІ 


LIT бес, екп 
19 0,0 ча, 
20 (сиб ев (снб oot A 


Fere 2126; Vote ээ Exemplo 1. Faça а substi- 
inicio Iigonomérca indicada е use identidades 
fundamenta para obter uma expressão ровове. 
ica simplificada que no comenta radicis, 


nv; 


ЕЕН 


x^ ра 5065 
x= S10, para Teo ct 
2-200 p 50 
xe 3e0 pm 0<0 
GONZA xe Sse. para O <0 


кона. 2732: Ache o valor exato 
27 (0 sen CN) Ы) sen (59) 
2809 ess (Ы (60) 
390) tg) W) 


30 () caiat бу cot (10у 
31) se) (у secu) 
316) a 0) ee C30) 


Feres 33-3: Faça o рибо de f, utlizanio alo 
gent, reflexão ои тиза. 


EU 
за DI зев б лл) fi) een xc 
35 (0M f( 22 cose) MALO =2 cos a 


odas A 


IO (a 
СЕТЕ 
вата, 3941 
compe 
ЕСТЕ 
yes fen) гуем 
49 Se fla) = cos x, motte que 

122-10), cs, NC (езе 

D D 


аа Seen x, mostre que 


ке ss dena (2) 


киге. аз: 


чч n ема. 
ЕЕ) 
46 ses B = cos B = tg sen B 


S1 sen 3u = sen 3 4 sent) 


522402 жеш 


РИТИ 


ишел} Lone Lane 
кога. 556% Ache todas as soluces de equação 
SS 2028I S624n30+V2=0 


seres 5164: Ache as soluções da сд em 
10.29, 


ТИТ 
СЕТА 


: Escreva y еп бита de funcio 


lens sent=0 corr cos 2u = 0 


СРТ 


B Exerc. 65:70: Aproxime, a menos de 10, as vol 
| = a equação que exo en 10", 360°). 


Sum 


65 мав= 0560 — 66 oos O= 0:7490 
A боб =O M01 
ГЕТЕ 


EA Orate y = (en x -cos picos pare | 
este os erepto. 


m——— memo ө 


—— 
Usar os gráficos em (1) раа ier um 
primeira aproximação x, da solução 


бу Determinar aproximações sucessivas v. 
“sro empregando эк emas | ла) 
a - Lob té дне uma preciso de 
seta decimal 
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“= LIMITES DE FUNÇÕES 


INTRODUÇÃO 


O cometo е ie de mani Em 
das Ande que dinem a . 
сш da пост а ips No 
desconectado ХУШ, 
ce de imne a tran 
ke lomo ces a ego cde 
pom que ө ши (oe par a 
то nao 1. quinto lets Jas | 
Sume ба н quo па pride | 
L estier o rd o), тай simo da 
esa O poblema ии dio a 
els prio Un еш poco 
ио пай de uma menos pis, 
devora мо тина lom 
Ж 1 Um con lied pode esar 
próximo a me und enter a 30 mes 
® йш. Un шаш e үш meis a 
Proximidade em ms Aim, ru eta 
Жр, pe cs Gl 
o de mie quão cona pelas 
rio, Ens e St рна 
Gado о que € adiamento ciento 
ção ES de ми de эта Jota | 
io € pio il aos | 
Situação que queiramos considerar, Mais adian- | 
leres po dicas pese 
pesam cdr E de man 
ER, sem pp digo 


Ма última seção utilizamos limites para defi- | 
lrir função conca, um conceito largamente | 
empregado em todo о cilculo 


2.1 INTRODUÇÃO AO CONCEITO DE LIMITE 


Е Cop 2 Limites defina S1 


Figura 


No cálculo c sias aplicações ineressum-nos em geral valores 
(a) de uma função f que estejam próximos de um némero а, 
mas que nio sejam necessariamente iguais а a. De ao, há тойон 
casos em que a não está no domínio de f, isto é, f(a) não é 
definida. A titulo de ilustração, consideremos 


E 
9-76 


coma = 2. Note que 2 não está no domi 


le f, pois, fraendo 
foi gs 


m fama | рт 700000 
p» aan | pa adero 
1999 oon | ол [raro 
heo ^ aco | [рюп [эзме 
пню. (asco | [юй 1з224667 
g99 [asso | (20001 11232346 | 


Parece que, quanto mais próximo de 2 está x, mais próximo de 
dest fG); entretano, nio podemos ter certeza disto, porque. 
calculamos apenas alguns valores da função рат x próximo de 
2. Para obtermos um argumento mais convincente, fatoremos o 
numerador е o denominador de f(5): 


20-2) 
30-2) 
Se * 2, podemos cincehr o fator comum х 2 veriticarenos 
que fla) € dada par $a, Assim, o gráfico de f() é «parábola 
y=} x com o ponto (2,1) omitido, conforme se vê na Fig 
21, É evidente que, geometricamente, quanto mais próximo de 


Z esiverx, mais próximo de estará f(a), cofome indicado na 
мык precedente. 


Limite de uma função (2.1) 
n= 


Em geral se uma função f é definida em todo um intervalo 
aberto contendo um número real а, exceto possivelmerte no 
próprio a, podemos perguntar: 


1. А medida que x está cada vez mais próximo de a (mas 
ха), o valor de fla) tende para um número real L? 

2. Podemos tornar o valor da função fla) во próximo de L 
quanto queiramos, escolhendo x suficientemente próximo 
dea (mas xa) 

m 


tim ft) «1L 


5: а repost а estos per escrevemos 


e dizemos que o limite de ffe), quando x tende para a £L, ou 
que f(a) se sproxima de L quando x se aproxima йе a, Podemos 
usar também a nutação 


001 quieto хва 


to significa queo ponta (s f) do ico de f se aproxima 
do ponto (s, L) quando x e aproxima de a. Usaremos as 
expressões práximo е s de maneira intuitiva. Na 
Tria seção daremos uma definição formal de ignite, que evita 
esta terminología Utilizando esta notação de lie, podemos. 
denotar o resultado de nossa ilustação como segue: 


O quadro seguinte resume a 
ostro gráfica. 


[Podemos tomar fi) 
|o próximo de L! 
quanto quisermos, 
Jimi) = [escolhendo х sufi- 
"= |centemente próximo) 


Ide a era) 


AECE EE EEE 2 


MÀ se ron Cro Alca cap 2 


[m 


Se f(x)se aproxima de um certo número (que nio sabemos 
qual seja) quando x se proxima de a, escrevemos lim, .. fer 
existe, 


O gráfico de f exitido no quadro anterior sra apenas uma 
arma como f(x) pode aproximar-se de L quando x se aproxima 
ca, Nio exibimosum ponto com a coordenada z igual a a porque, 
ao utilizar о conceito de limite (21) sempre supomos x «a: isto 
Éro valor fa) da função é completamente irelevante, Como veremos 
io pole ser diferente deL, pode ser igual a L, ou pode mesmo não 
aistir, dependendo da natureza da função f. 


n nosso esudo de fi) = (? — 26) 3s— 6) foi posível 
simplificar Дх) ftorando о numerador e о denominador, Em 
muitos, casos, tl simplificação algébrica é impassível. Em 
Particular, a0 consideramos derivadas de unçõs igonomét- 
as тав ane, deveremos responder à seguinte perguna: 
lim SS exite? 

Note que fazendo x = 0 obtermos a expressão indeterminada 00. 
A tabla da página seguinte, obida com uma calculado 
relaciona algumas aproximações de f() = (sen sy para x 
próximo a O, onde t ê ue imo real ди а medida dcum Agudo 


em radianos. À Figura 22, ao lado da tabela, é um gráfico de f. 


=p 
s0 [nsns 
205 0,958851077 
204 0973545856 
aoa |озвхето 
202 0,993346654 
a 0998334166 
som [osse 
0001 | ороз 
[ дд! | 0,9959905 


Referindo-nos à tabela ou ао gráfico, chegamos А seguinte 
conjectura: 


Como dissemos, fizemos apenas uma conjectura quanto à 
esposa. A tabela indica que (сп a)r está cala vez mais 


próximo de 1 quanto mais próximo x está de 0; todavia, nio 
podemos estar absolutamente certos disto. Poderia ser que os, 
valores da função se afastassem de 1 sex estivesse mais próximo 
de O do que os valores indicados no quadro. Embora uma 


3 este limie na Seção 34, quando provaremos que nossa 
suposição é correta. 


É fácil achac lim, ., f(x) se f(x) Ё uma expressão algébi- 
ca simples. Por exemplo, se f) = 2x -3 e a= 4, évidente que 
quanto mais próximo de 4 estiver, тай próximo de 2(4) — 
estará f(a). Isto nos dé o primeiro limie da ilustração seguirte. 
О» dois limites restantes podem ter obtidas da mesma maneira 
into. 


ILUSTRAÇÃO 


(x-3]-24) - 328-345 


ВЕКЕ 


ШЕ ТД] 

Na ilustração precedente o limite quando а — « pode ser obtido 
implesmeste subtituindo se x рог а, Trata-se de uma propri 
dade que € válida para fanções especials chamadas funçoes 
continuas, а serem estudadas па Seção 25. A próxima ilustração 
mostra que esta técnica não € aplicável a toda funçao algébrica 

f. Ne ilustração, é importante notar que 


Etc ID rio dede mex e1, 
х-1 E 


(Sex 1, ento x —1 = 0, e permitido cancelar o fator comum 
x — 1 no mumendor ¢ denominador.) Segue-se que os gráficos 
pe 
exceto para = 1. Especificamente, o ponto (1, 3)está по gráfico 
de y = x +2, mis não está no grifico de y - (9 1 x 2—1), 
conforme. 


de esti a o a ваз авз шы 
ILUSTRAÇÃO EXEMPLO 1 
20-5862 " 
VALOR DA FUNÇÃO GRÁFICO. Limite Lerdo. SO жашымы, 
y SOLUÇÃO 
O nimero 2 ão está no dominio de f. в, fizermos = 2 
oblrenos a ipi idcemiada 00. Раат че опите. 
— rr ado co denicador,obenas. 
нны Ка 
E 1= (r25e +3) 
Não podemos cancelar o fato x =2 est momento; tod 
tomamos o limite fG) quando х — 2, tal cancelament 
Я permitido, porque, por (2.1) z # 2e, dai, x — 2 » 0. Assim, 
е m 
Mose 
. lim аба) 3 
ннн; 
y Е r 
EXEMPLO 2 
la sexa! a 
وو‎ HH @) Ache tm fii). 


Na ilustração precedent, o Limite de сайа função, quando 
3 ве aproxima de 1 € 3, mus no primeiro caso J(1) = 3, ra 
Segundo caso g(1) não existe e no terceiro M(1) = 2 = 3. 


Os dois exemplos seguintes ilustram como manipalagóes. 
algébricas podem ser usadas pora determinar cestos limites. 


(b) Esboce o gráfico de f e ilustre graficamente o limite da 
pare (а). 


soLução 
(0). Note que onúmiero 9 não está no domírio de f. Para achar 


o limite, modificaremos a forma de f(x) racionalizando 0 
denominador como se segue? 


n 


TOALLA LALA RARA RANA AAA 
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Ж | | 
| | 


Por (2.1), зо investigamos o limite quando — 9, supomos que 
x = 9. Logo x = 9 » 0, € então podemos dividir numerador © 
denominador por x = 9; iso é, podemos cancelar о ator х - 9, 
oque dá 


tim 6) = 


IS 


(5) Se raciomalizarmos o denominador de f(x) como em (a), 
“veremos que o gráfico de f é o mesmo que o gráfico ба 
equação у = УХ + 3, exceto para o ponto (9, 6) conforme. 
ilustrado na Figura 23. Conforme x aprovimase de 9, o 
ponto (x, (х) no grtic de f aproxima-se do ponto (2,6) 
Note que (4) nunca atinge efetivamente o valor 6; todavia, 
(x) pode tornarse ño próximo de 6 quanto desejumos, 
bastando tomar x suficientemente próximo de 9. 


Os dois próximos exemplos envolvem funções y 
te quando x se aproxima de 0. As soluções so intuitivas por 
natureza, Demonstrações rigorosas exigem а definição formal 
de limite, dada па próxima seção. 


EXEMPLO З 


Mostre que im $ 


não existe, 


sotução 


A Figura 24 еба o gráfico de Јр) = 1x. Observe que 
podemos fazer |f) ão graade quanto quisermos, bastando 
Escolher x suficientemente próximo de 0 (nas ^0) Par exemplo, 
se quisemos f(x) = 1.000.000, escolheremos x = 000001 
Para f(x) = 10°, escolberemos x = 10º, Como f(x) não tende 


para ши número especifico L quando x se aproxima de 0, o limite 
não existe. 


EXEMPLO 4 


Mostre que 


Las 
sen 1 não existe, 


Cap.2 Linser de ГЕ 


soLução 


Determinemos primeiro algemas características do gráfico de. 
у = sen (Us). Para determinar os inteiceptes-x, otemos que, 
para toco intero n, 


Fazendo x tender para 0, a distância entre inerceplosa sucessi- 
vos diminui e, de fao, tendo para 0. Analogamente, 


1 1 
sen Û1 se e somente ел= yz 


1 1 
sen LA se e somente exe ува 
onde n € um Inteiro arbitrário. Assim, quando x ende para 0, os 
valores da função sen(1/x) oscilam entre -1 e 1, e as "ondas" 
correspondentes tomam-se cada vez mais “comprimidas”, como 
se vê m Figura 2.5. Logo lim, . sen (1) não existe, porque os 
Valores funcionais não tendem para um número determinado 1. 
quando x se aproxima de Û, 


Figura 25 
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— Às vezes utilizamos А 
quadro a segu: 


O teorema que seque estabelece а relação entre limites 
atrai e mites. 


| mies шет (23) [rotação] staumcacio | WEPRESIWTACAO im JO- L мв soneto e Ha f“ miim ДӘ, 
INTUITIVA GRÁFICA = A 
| Podemos tomar fa) tio) Py 


O teorema precedente (que pode ser demonstrado usando- 
зе as definições da Seção 22) nos diz que o limite de f(x), 
quando x se aproxima de a, existe se e somente se ambos os 
limites tenis dicito e esquerdo existem e sio igua 


“im fed | rixima de L quanto qi.| —] 
Luder Rm 
fit once primo de 


Podemos tomar f) 
tim tos. | prisima de L quanto qui- 
Бя sermos, bastando escolher x 


EXEMPLO 6 


[ME qe A 
máximo) |gex>a. 
— а) Ва fla) w lim £0) (9 Jim fen 
—— e 
Pla apo үсүе e soLução 


тей c. Para wn limite à direita, f deve ser definida em (a, с), 
para algum c. A netação x — a7 significa que x tende pira a 


A função f não é definida em x = 0. Se x > 0, então Д = xc 
pela esquerda, ex — a" significa que x tende para а pela deita. 


fe) = xe = 1. Logo, para x > O o gráfico coi 
horizontal y = 1. Se x < O, então d = — x e f) 


EXEMPLO 5 Ito sos di a Figura 27. Referindo-nos ao gráfico, vemos que 
pe Se fla) = VETZ, ебосе о gráfico de f e sche, se possível, 
فرعا ھ‎ 00 mito) © mgo à жад! 
T 25 Ee E 


(¢) Como os limites lateris à direita à esquerda são diferen- 
осию tes, decore do Teorema (23) que lim, f (0) não existe 
A Figura 26 # um esboço do gráfico de f. 


(8) Sex>2entiox—2> 0e, daf, flx) = VETE é um número 
real istu 6, fa) é definida. Assim, 


уы] 
“г 


No próximo exemplo consideramos uma função definida 
por partes. 


EXEMPLO 7 


(0) Olimite à esquerda não existe porque fa) = VET não é тосе o gráfico da função f definida por 


um número ral sex < 2. 


ar sex<t 
(c) O limite não existe porque fix) « VEST não é definida [n 
em um interlo aberto contendo 2. leased 


Ache Mm fG), im flx), е im f4). 


| 


ELE nr rr rr e = == 
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, soLução O limit 03 representa о volume o qual а substância começa 


x Xue rasoir de ludo en gi 
A gm E ala o pili. Ox hel edd de) lim, mão existe, puis оз limites laterais à direita e ù 
Jin Л) а (3-3) 2 esquecia em (9) € (P) io diferentes. (Em Р- 100, м 
F ” formas gasosa c líquida coexistem em equilibrio, c 
Jin fü) -linté «1)«2 = x classificada seja como gás ou como 
нар Cono os its ate icio енен so gui, decore 
do Teorema Q3) que 


LI 
xxeRcÍcIOS 21 
Note que o valo da função f(1) = 4 é irrelevante para a 
determinação do limi. 

و کت 


A aplicação seginte envolve limites erai. 


scores. 110: Ache omite: Eres, 25:30: Ache сайа limite, e eriste: 
1 аре: 2 iots) Әна). БД) — (dimi 


Exturtos : anat, ee 


Um gás (tal como vapor d'água ou oxigênio) é mentido a ass > 
temperatura constante no pito da Figura 29. À medica queo Bates 

ás comprimido, o volume V decresce até que atinja шпа cea 4 a 

pressão crítica. Além dessa pressão, o pás assume forma líquida. Н ANOS жел 
Use o rico d Figura 2.9 para achar e interpret 


im O mr ө юу) 


SOLUÇÃO 


Yin) (0) Vemos pels Figura 29 que, quando a pão P em (rs) 
а, а subsiaci ё um gás e o volume V (s): | o gráfico para deermimr 
Brande. (A definição de for, unidade depressão, pode ser i quand ue Pr ee a 
‘Encontrada em textos de fisica) Se P se aproxima de шй (I + 
por valores inferiores а 100, V decresce e se aproxima de 3 Ws- (ннд) 
0; bto é, ia ST n i vr 
Um уох. - (im fa) (elim fb) (Om fo) 
m n nd YU 


2 NT 


eres 11-24: Use uma арбоо река. 
pois achar o imite, se existe. 


O limite DS representa o volume no qual a substância começa © W a 
01) a se transformar de gis em líquido. 


(0) Se P» 100, a substância é um líquido. Se Р se aproxima 
Фе 100 por valores superiores a 100, o volume V пипета 
muito lentamente (pois оз liquidos são quase incompress: 
ves) e 


m 


8 2. 
km v-03 SS 


| 
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E] 


Ела, 41-46: Esboce o gráfico de f e ache cada 
tes tes 


(0 юм) min 


азе Ii 
а-а 
еткш zi 
netz iu 

[+1 se x<1 
em" & 


7 Un рәв taxa em 15% a renda de um individuo 
ê 520000 é em 20% 1 ren acima daquele 
лане. 

6) немне ums fungo 7 definida por partes 
pua о imposto total sobre uma renda de £ 
бше 

Made 

LED 
эзше at 

48 Uma compasha teórica debita 25 cenavos 
elo pámei minto de icio interurbans, à 
15 centavos para eda mito adicional, 


19) Determine ama função C definida por panes 
para о custo total de uma ligação de x 
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б) Se n é um inteiro maiar doque 1, determine: 
Jim CQ) e lim Cla) 

49 A раша figura é um gráfico das fog 
experimentadas per um заал durante a de: 
colagem de uma rave espacial com dois lana 
dores de foguete. (Uma farga de 2's E duasvezes 
a fonga da gravidade, fs de wês vezes a força 
da gravidade ete) Se F() denota а ад aos 1 
minutos de vôo, determine e interprete” 
[rj 


[LX 


(la FG) ein д 


po 


50 Um paciente em um hospital recebe una dene 
inicial de 20 miligramas de tm remédio. A © 
4 hons recebe una dase adicional de 100mg. A 
“quaidadef() do remédio presen па o 
sanguínea após + bons é exibida ma Пена 
etnia ie im 1) en f (Veh 


a fia 


көш) 
LI 


з 1ê do hom 


ШЕ 
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_ Cap 2 Limites de funções 65 


JIO) xeres 51-56: O Hit indicato pode ser vertido 
or métodos desenvolvidos posteriormente no teno. 
Conf o tentado ubnituindo к por eos eia 
ulequados. For que isto ndo prova» existència do 


o 


€ Ab uilizarmos eite equipamento de laboratório, nao espe- 

E raríamos que a pressão permanecesse exatamente em L por um 
longo periodo de tempo. Em lugar disso, nosso objetivo poderia 
ser forçar y а permanecer muito próximo de L restringindo x a 
valores prásimos de a. Em particular, se € (epsilon) denota um 
número real positivo pequeno, suponhamos que ele seja sufi 
ciente para que. 


тө (а ала. 1057 б) Se fi) cos (i/a) = sen (1/0), 


investigue lime Да) fazendo primeiro 
9 im (14 20 0з х= ODN v 107 pars n = 2, 3, deem 
^ seguida fazendo x =3 x N^ pan n = 13,4. 


mm тош é o imie em (07 


Loceyetae 


conforme indicado nv medidor de pressão consita a Figura 
2.106). Uma afirmação equivalente, utilizando valores abso- 


казва Se fo) = a0- 0933, investigue 


pn 
мш 2 Jin. ЈО) fazendo x= 10° риал = 1,2,3. rs he 
E pest DA [n 
p 
Шы => == ciem Aequis 1 ems la são válida, dizemos que y tem tolerün-. 
limite efetiva? Le Se casos desigualdade is, dizemos que y tem tolerá 


cin-€ em L. Por exenplo, a afirmação y tem tolerûncia-0,01 em 
L significa y — L| < QOI; о éy єзї а menos de 0,01 unidade 
de L Esta tolerincia pode ser suficientemente precisa para fins 
experimentais- 


Figure 210 


2.2 DEFINIÇÃO DE LIMITE 


Analogamente, consideremos um pequeno número positivo. 
B (delta) e definamos tolerância: em а no medidor de pressão 

cima пе Figura 2:10). Em nosso estudo posterior de funções, 
é importante que x » a. Antecipando esta restrição, dizemos que 
x tem tolerànda-0 em a se 


A Definigão (24) destı едо dá o significado preciso de limite 
de uma fungio. Porque a definição é apenas abstrata, comecemos 
com uma ilustração fisica que pode tor fácil а compreensão. 
Os cientistas freqienlenente estudam a maneira como quanti- 
dades тайап, e se elas se aproximam de valores especificos sob 
‘certas condições. O aparelho ilustrado m Figura 2.10() ¢ usado 
para estudar o fluso de liquidos ov gases. Consiste em um tubo 
Venturî (am tubo cilindrico com uma constricgão estreita) e dois 
medidores азе medem pesso deum líquido ou ás nas partes 
ão convi do tubo. (Outros tipos de medidores podem medir 
a velocidade do Mex d líquido ou ás o pecore o tubo) 


ivalentemente, se 


a-bexcasbexen 


Consideremos ngora o seguinte problema. 

Suponhamos que o líquido entre no tubo pela esquerda, 
com uma села velocidade, (A noção de velocidade será definida 
no Capítulo 3.) O medidor de pressão interna acusa uma medida 
a da pressão na parte nio-corstrict do tubo. Ao passar o líquido 
pela constrição, sua velocidade aumenta, e a pressão decresce 
386 um valor y, conforme indicado pelo medidor de pressio 
constrieta. Fixemos nosa atenção nos dois medidores, conforme. 
ilustrado sa Figura 2.10) Utilizaremos eses medidores para 
dar um significado preciso à sfemacio y re aproxima de L 
quando x se aprexima de a, ou simbolicamente, 


Dado e > 0 arbitrário, existe um 8 > 0 tal que, se x tem 
toterâncin-ð em а, então у tem tolerância em L? Se a resposta 
€ afirmativa, escrevemos li 


É importe cotar que, selim, , y =, eta ño inporta 

quie pequeno seja t, podemos sempre achar im à > O tal que, 

des esto so intervalo (a ®, a 1 Б) o medidor de pressão 

шша x a), então у estará no intervalo (L — 6,1 4 ¢) no 
netidor de pressão constricta. 


«tai mais precie do conceito de limite 
do que а usada па Seção 2.1, onde empregamos palavras tais 
come mais próximo € se aproxima. Reformulando а última 


questão e sua resposta em termos de desigualdades, obtemos à 
seguinte afi 


ção 
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Definição de limite 
de uma função (2.4) 


[In 


EN 
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Definição alternativa. 
de limite (2.5) 


que significa, para todo ¢ > O, existe um $ > Û tal que 

se 0 <|x =a] < 8, entio y - L| < € 
Estamos agora a um passo da formulação da definição de limite 
de uma função f. Basa fazemos y = fi) m discussão 


precedente. Isto поз 4 a definição seguinte, ue contén também 
as condições impostas à função f. 


Sem udo; ETE 
EO p d 
dr ums i Armado 


“spa qe pda B08 oi Og 


A desigualdade 0 < | x — a| < 8 € por vezes chamada 
tolerância e a desigualdade flx) - L| < e. tolerância. 


Se quisermos dar à Definição (2.4) uma forma que não . 


contenha o simbolo de valor absoluto, bita notar que 


O 0< |æ- a < equivale 
@ UD 1] <eequivale aL < fü) <1 re 


A Figura 2.11 representa graficamente as desigualdades (i) 
© (ii) em uma reta real. Podemos reformular como segue з 
Delinicio (24). 


Sescardexma 


Se f(x) tem um limite quando x tende para a, então tal 
Dnite ¿ico А demonstração é dada по principio do Apêndice Il. 

Ao utilizar s Definições (24) ou (25) para mostrar que 
tn, f) = La € da másima importância ter preste a ordem 
em que consideramos as números e б. Devemos sempre seguir 
os dois passos abaixo: 


Passo 1 Cónsiderar e» O агй. 


Passo 2 Мови que existe um 8 > Û tal que se x tem 
tolerância em e, então f(a) tem tolerincia- em L. 


O número $ no limite não é único, pois, achado um Š 
específico, então qualquer nûmer positivo 3, menor do que 5 
também safsfar as exigencias. 

Antes йе considerarmos exemplos, reformulemos a discus- 
são precedente em termos do gráfico da função f. Em particular, 
para є > Oe 8 0, temos a segainte interpetação gráfica das 
folerências, em que P(e, J() denota um porto no gráfico de f 


| Armação de Tolerância | Interpretação Gráfica | 

F) tem toleincia-ccm L [PG 6) std entre às rens 
| norizantais y = = € 

ximiedsdrbena | está no imervalo (a —8, a + 
|) no ixo, e xe 


Оз deis passos para mostrar que lm, , f(x) = L podem ser 
agora interpretados graficamente como gie: 


Passo 1 fara e> O mbliráio, considere as retas orla 
tais y = L + e (exibidas na Figura 212). 


Passo 2 Mostre que existe um 6 > Otal que se к está no 
intervalo aberto (a = b, а + 8) ел * a,então P(e, 

эз reias horizontais у = L æ (is é, dentro dare 
acharada da Figura 2.13) 


FrTTTS3TTT212221222121212112123233324234 4 0 6 6 : 


pm Figura 29 


EXEMPLO 1 


Use а Definição (24) para provar que li 


SOLUÇÃO 


Fazendo, ка Delinição (24), Д) = 3 x-3, a = 40 L = 7, 
devemos mostrar que para e > 0 arbitrário, podemos achar um 


-4+5, então jar-S)- Tee 


igualdade deste tipo, podemos 
em geral obier uma escclha adequada de & examinando a 
afinação de toleráncia-c. [so conduz às seguintes desigualda- 
des equivalentes 


|а‹-5)-7] «e — (afimação de етапа) 
[30-12] <e (simplificação) 
[le] «e (fator comum 3) 
alx-4[ ce (propriedades do vstorabaslto) 
ха «le (motipliação por!) 
A desigualdade final acima mos dá a chave necessária, Eseci 
ficamente, escolhemos tal que bx 1 e ¢ obtemos as seguintes 


desigualdades equivalentes: 


Cop 2. Шире de junções 09 


Uelx=4]<5 (afirmação de teerância-t) 
б‹]х-4] «е (esedha debat e) 
eec] ee (meli 


cação por 3) 
01а 12] ee (propriedades do valor absoluto) 
O<|(30=5)=7| <e (forma equivalente) 


sto verifica ( 


), completando assim a prova. 


o exemplo ilustra como o processo geométrico 
igores 2.12 е 2.13 pode ser aplicado a uma 
he 


determinada 


EXEMPLO 2 
Prove que fima? = a. 


soLução 


Consideremos o caso а > 0. Aplicaremos a definição alternativa 
(25) com f() = 2 e L = 2. Assim, dado € > 0 arbitrário, 
devemos achar 3 > O tal q 


(Je xetê em (o 5,04 B) ex * о, então está ет (a? e, 
de). 

A chave рап a escolha adequada de Š está no exame dis 
interpretações gráficas ds afirmações de tolerância Assim, tl 
coro no passo 1 da página 67, consideremos as retas horizontais 
y =? єє. Conforme а Figura 2.14, estas reas Interceptam o 
prífico de у = 2 em pontos com coordenadasa Vai e e 
Vets €. Nolemos que se x está ro intervalo aberto (Va, 
vé FC), então o ponto (x, x) do gráfico de f está entre as retas 
horizontais. Se escolhermos um número positivo B menor do que 
Vire авама €, com a? —e > 0, conforme ilustrado ла 
Figura 15, então quando x tem tolerância-Bem a, o ponto (4, 
тей enire as retas horizontais у = 074 e (ino &, tem tolerância 
em a?) Isto prova (°). Conquanto tenhamos considerado apenas 
o caso п > O, argumento semelhante € aplicado se a = Û 


Os dois próximos exemplos, j discutidos na Seção 21, 
indicam como o processo geométrico ilustrado na Figura 213 
pode ser usado para mostrar que cestos lies nào existem. 
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EXENPLO 3 


Mos e Ê аз ña 
SOLUÇÃO 
Frocetamos de maneira indir, supondo que 


Lu 


pura algum número £. Consideremos um par wbítriri de retas 
horizontais y = 1. e conformo ilustrado па Figura 2.16. Сето 
estamos supondo que о limite existe, deve ser possível achar um. 

(8, 0), ul 
N туш Û >> Bex en o ato) lo gráfico est 


E4 entre as vetis horizontals, Mas como | pode tomarse tto 


rande quanto queramos basandotomar + préximode O,algurs 
Pontos do gráfico estarão acima ou abaixo das linhas, Logo, 
Tossa suposição ë fuls; isto é, lim, (1/x) « L para qualquer 
úmero L Assim, o limite nio exi 


Figura 217 


EXENPLO 4 


Se fe) - bl поше que im fix) ão existe 


SOLUÇÃO 


O gráfico de está esbeçado na Figura 217. Se corsiderimos 
qualquer par de teas horizontis y = + «con 0 < € < lento 
sempre haverá pontos do gráfico que não estão entreessas tetas 
Na Figara 217 ilesiramos o caso > O; todavia nessa prova € 
válida para qualquer L. Como não podemos achar um 8 > O tal 
que o passo 2 da página 67 seja verdadeiro, о limite não existe. 


O teorema seguinte afirma que se ита fingo f em limite 
pasivo quando x tende para a, endo Јо) 4 positha em algum 
Mana Mo cen o ui elo O RD E 


Selim J) = Le L > 0, ento existe um intervalo 
aberto (2D, a + 8) contendo a tal que f(a) > O para todo 
sx em (a — B, a + B) exceo possivelmente te х 


PROVA 


Se L > 0 e fizemos e = $L, então as reas horizontais 
йо cima do exo, conforme ilustrado m Figura 218, Pela 
Defiuicio (2.5), exite um 8» O ul que, se a Š cx <a + be 
xa eno р є fü) « L' €. Como f())» Lé e Le >, 
seguese que Да) > O para esses valores de x. 


Lac 


Figura 228 


Pode se também provar que se f tem um limite vegas 
quando x tende para а, então existe um intervalo aberto contendo 
û talque flx) « para todox no intervalo, com ректе exero 
do próprio x =a. 


[= 
- 


Cat om Gti Analia Cap 2 


Podem-se formular definições formais para limiteslaeras 
Para о límite à direita х == a? subimos а condição 
0<k-a[<b m Definição (24) por a < x < a +8, Em termos 
ma Definição (25) alernatva, restringimos x à metade direita 
(a, а + 8) do intervalo (а - B, а + 8). Da mesma forma, pars o 
limi А esquenta x— ar sibstiuímoz 0 < [x — al < bem (24) 
pore be x <a. Isto equivale a restringir x à metade esquerda 
(0-8, a) do intervalo (a 5, a 


Sem (25), 
үхкисилов 22 

Jtr 1-2: Expres a ceoticode йе mı forma 13 Ка 5к-15 а lin (48-20 
(pio efi (24) e (5 da Definição Alani 2-3 ^ 

es 


I =k 


ШОУ 


m 


40-9 


2 займ 
ies 54: Expres а condição de limite eal 


ja semelhante (a) da Definiçio 29e qp 
Deriição Alternativa (25). 


rm 


[E 


& eom 


15 ia Ox +1) 


16 in (51-3) -7 


17in (10-9-64 


819-0 


zi ims Zdai-a 


23 lin cec para todos os números resis aec 


24 in (mt + b) ema + b para dos os múmias seis 


a lim, fs) le e dados те pu 
Mo de f para achar mor al que & 
Не <A ento а) 1] « 


mica 


Extra, 25-30: Use o método gráfico ilustrado no 
Бато 2 paro vica 


red 


sa E 
sere. 31-38 Uie o método lusto nos Exem 
plos Зе 4 para mostrar que o mite cáo esse 


EH 
SES 


EE 


GIZ] 


36 lin 
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ET 


p 
Seção 12) é um inci 
in, a 3) шо esie 


39 Dé om exemplo de uma oni f definida em a, 
ua quel, Jla) exte e lm, fix) Ji) 


идо mai inteiro (vj Exemplo 4 da 


П A! Seja debida como segue: 


л-р 


Monte que +, Jt) йө existe para nam 
mimeo теша. 


sex € mdonal 
porre 


vli mostre que 
42 Por que não podemos investigar lim. VE com 
eo da Definição (24)? 


2.3 TÉCNICAS PARA A DETERMINAÇÃO DE LIMITES 


gora 217 


Seria excessivamente laborioso verificar cada lie por meio 
“das Definições (24) ou (2.3). O objetivo desta seção é introduzir 
Icoremas que permitam simplificar problemas que envolvam 
Timites. Antes de enunciar o primeiro teorema, consideremos os 
linites de duas funções muito simples: 


@ Afunção constante f dada por f(x) = с 
б) Afunção linear g dada por g(t) =x 


O gráfico de J é a cta horizontal y = c esbogado na Figura 
219 para o caso с> 0. Como 


Me - d= l= e] -0 pan todo 
PIE 


Figura 220 


ecomo0 é menor que qualquer e > 0, decore ds Definição (24) 
we flo) tem o limite c quando x tende para a. Assim, 


Jim fo) = time we 


Constuma-se indicar exe lite dizendo que о Папе de 
uma constante é û própria constante. 


O gráfico da função linear g dada em (i) está esbogado na 
Figura 220. Quando x tende para а, (4) tende pan a; ito €, 


lim 0) = lim x ma 


Pode-se determinar o limite precedente também por meio 
da Definição (24). Inficamos estes fitos para referência no 
próximo teorema, 


Teorema (27) mm 
(8) tin xa 
Como veremos, os limites do Teorema (27) podem servir 
de оме para а determinacio de linis de expressões мыт 
complicadas 
ILUSTRAGÁO 


+ límB=8 + їш3-3 


m 


M i 
Muitas funções podem ser expressas como somas, diferen- 
gas, produtos e quocientes de outras funções, Suponhamos as 
funções fe g, e Le. M números reais. Se 
fü)-Legi)-- M quando xa, 
é de se esperar que 
Лоу) Le M. quando xa 


O próximo teorema mostra que esta expectativa £ verdadeira е 
d resultados anflogos para produtos e quocientes. 


a 
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Teorema (2.8) 


Teorema (29) 


SER Jen e ын do 


o Jig Jim fla) + im gx) 


p 


Podemos enunciar cmo segue as proprisdades do Teorema (28) 
i) О limite de ema soma é a soma dos Imes. 
(OD O Шиш de иш produto é o produto dos limites. 


8) О limit de um quocien? é о quociente dos limites, desde 
que о imite do denominador seja diferente de zero. 


(iv) O timite de uma constante vezes uma função é igual à 
constante vezes o limite da fanção. 


(0) O limite de uma diferença é a diferenca dos limits 

No Apéndice I encontram-se provas de (i) е (i) baseadas 
за Detinição (24). А pure (W) do teorema decorre diretamente 
da parte (i) e do Teorema (178) 


adi: spe fes per 


Para provar () podemos escrever 
169-869 = Лод + CD r) 


e usar (û) е (iv) com e= 1. 


Usaremos ов teoremas precedentes yara estabelecer q 
seguinte 
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PROVA 
Pelo Teorema (27), 
limx=a e Варе 
Em vista de () e (iv) do Teorema (28): 


(me 4h) = 


Pode-se provar este resultado também diretamente pe 
Definição (24). 


ILUSTRAÇÃO 


im (5042) = 5(-2) + 2= 8 


бх) =4(6) 1113 


É ticil achar o imite do prócimo exemplo aplicando-se os 
Teoremas (28) e (29), Par melhor avaliamos 0 poder desses 
teoremas, poderiamos tentar verificar i 
Пеано (24) 


EXEMPLO 1 


344 
Determine. tim Et 


SOLUÇÃO 


Pelo Teorema (2.9), sabemos que ох limies do numerador e 
“denominador existem. Além disso, o limite do denominador é 


diferente de zero. Logo, pelos Teoremas (280) ¢ (9). 
DD ape 10 
separa 


O Teorema (2,8) pode ser esteadido а limites de somas, 
diferenças, produtos ¢ quocientes que envolvam um número 
arbitrária de furgões. No próximo exemplo utilizamos (ii) para 
о produto de três funções (iguais). 


Cap 2 Lámina de цон эт 


EXEMPLO 2 


SOLUÇÃO 
Cono lim, , x = a, 


lim = lim (xxx) 


e poses 
auque priva Бала ecos como pau 

inr lr omar de eba lt н) 
() do rimo tee А pare (0 pode er pot de 
atte pedo pc Rer E One mé. 
(od de prova conse en liar a Ino randi (rer 
Жазылу. 


Se mé um inteiro postivo, então 
E 


Te 
(6) lim [9] "| Jim д], 


desde que lim Дх) exista 


EXEMPLO 3 


Determine lim (3х + 4) 


soLução 
Aplicando os Teoremas (210% 


e (2.9) temos 


28 Ciao com Gomera ama 


Teorema (2.17) 


КО [meca] 
Bajar 
-10- 100000 


EXEMPLO 4 


Determine lin (504 3-6). 


soLução 


Podemos proceder como segue (dé as razões): 


Jim (a 36-6) im зе) im (ar) lim (o) 
= Slim (0) 43 in e) в 


SPA AN 
SS) +34) 6034 


no Exemplo 4 ёо número obtido ela substituição 
dex por -2 em Se + 3e - 6, O próximo teorema afirma que o 
fato € verdadeiro para todo polinômio, 


Se f € uma função polinomial e a é um número real, então| 
E DE lim fea) fto). 


PROVA 
Cono  £ una função polinomial, 
А 


para números reais b, L, , by Como no Exemplo 4, 


йт, е) + lin by 
lim Qe) +... + lim b, 
Evo ru 
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Corolário (2.12) 


Teorema (2.13) 


Seg é uma fiação racional ca: 


e) = a) 


PROVA 


damínio de q, ento 


Como q é ита furgo neiomal qt) = ДМХ), em que f e h 
sto polinômios. Зе а ема no domo de q, cio Ka) «0. Os 
teoremas (2) e (2.11) nos dio 


EXEMPLO 5 
Determine im 
SOLUÇÃO 

Aplicando o Соо (2.12) vem 


see 50-20) 
a7 7 430-7 
6+ 


O próximo teorema afirma que, pura гиге 
vas de x, podemos determinar um limite por substitui 
Apéndice Il encontra-se uma prova, usando а Definição (24) 


Sea De n € um нао ровййуо, au se a Oe n é um 
lero. ar, então 


lim Ye Ya 


Se m e n são Inteiros positivos е a>0, ендо, polos 
Teoremas (110) e (2:13), 


(EF 


Em termos de expoentes racionais 


“ 
s 
е 
е 
e 
e 
є 
e 
4 
: 
е 
e 
e 
" 


Troroma (2.14) 


lim gh cg 


Esa fórmula de límite pode ser esendida а expocates 
negativos eserevendose x” = МЕ utilizando Teorema 2 9yii). 


EXEMPLO 6 


aM 
Determine in 4 (ie) 


SOLUÇÃO 


Podemos proceder como segue (dè as razões): 


3 i ume 
desdê que n Seja ий inieiro positivo fmpar os n sea um. 
Inteiro posto раге lim JJS 0 SS шт 


O teorema precedente será demonstrado na Seção 
enquanto, usá-ln-emos sempre que aplicável, para adquirir ex- 
periência na determinação de limites que envolvam mazes de 
expressões algébricas. 


EXEMPLO 7 


Determine lim 79 


Teorema do Sanduíche (2:15) 


Figura222 


Cpe times de paes ш 


SOLUÇÃO 
Pelos Teoremas (2.14) e (2.11), obtemos 
tim Va? теат 


- TI CE] 


O próximo teorema diz respeito а 185 funções f, e g tais 
que hfa) esteja entre fi) е g(r), ou seja, “imprensada” entre 
Se f c g ёш um limite comum Z quando x tende 

conforme afirma о teorema, А deve ter o mesmo 


їй f(x) = A) = g(x) pari todo x em um 
intervalo abero contendo a, exceto possivelmente para o 


lim gfx), tão Ша М) 


Se Jla) = ha) < gla) para todo x em um intervalo aberto 
contendo x, emo o gráfico de à estará ente os gráficos de f e 
Е naquele intervalo, conforme Justrado na Figura 221. Se f e 
® têm о mesmo limite L quando x tende para a, então, pelo 
Bráfico, À tem o mesmo limite L. No Apéndice I € dada uma 
demonstração deste teorema, buscada na definição de limite 


EXEMPLO В 


Use o Teorema (2:15) pata provar que 


in sen 


0 


solução 
Cono -1« sen t 1 para todo real 1, 
1 
ае} 


рап todo x * 0. Muliplicando por 4 (que ё positivo se x + Û), 
bemos 


Cup Шайа de funções M 


Est desigualdade implica que ө рео de у = x sen 1/4?) 
está entre os gráficos das parábolas y =x? e у= 1 (veja a Figura 
222) Como 


in (= бейт, _ 


segue-se do Teorema (215) com f(x) = -xè e glo) = ©, que 


1 
Era 


Pode-se demonstrar, para limites stes, teoremas an 
logos nos estudados resta seção Por exempio, 


її) + g] = 


com as restrições usvais sobre а existência de limites e raizes 
de ordem n. Valem resultados análogos para limites laterais. 
esquerdos. 


EXEMPLO 9 


Determine tim (1 +VE=2) 


sotução 


A Figura 2.23 É um esboço де) = 14572. Por meio de 
limites Interais, obtemos 


lim (0 + VEZ) = lim 1 + im VEZ 


-1+0-1 


Note que não hi i 


le aca esquerda, ou 
x teade para 


>, ров Vx = não é um número 


EXENPLO 10 


Seja е а velocidade da huz (sproximadamente 3,0 x 10 m/s, ou 
300.000 kms). Pela teoria de Einstein (coria da relatividade), a. 
rime de contração de Lorentz 


у 


especifica. relação entre (1) o comprimento £ de um objeto que 
se move a uma velocidade y com respeito a um observador ¢ 
(2) seu comprimento L, em repouso (ver Figura 2.24). A fórmula 
implica que o comprimento do objeto medido pelo observador 
E menor quando o objeto está em movimento do que quando 
está em тероша, Determine е interprete lim, . L, е explique 
por que é necessário um limite lateral esquerdo. 


sotução 


Com auxílio de teoremas sobre limites (laterais), 


aL, STI 


Assim, sta velocidade de um objeto pudesse apro so 
а velocidade da luz, seu con por um cer 
vador em repouso, tenderia pan zero, Este resukado é por vezes 
utilizado para justificar a teoria de que a velocidade a ur é т 
ima (ou absoluti) velocidade no universo; ou seja, mnl 
objeto pode adquirit uma velocidade que se ipaste ou sper а 
velocidade da luz, с. 


Fase necessário considerar о line tern esque 
porque, se v» с, então VÍ = (PJ) não é um imora ial 


om imo ане Cd 


С Мус nenaxenet 
Jr HA Ue icones so ss foe [sn 


69 A lei de Charles pan gasesafirma que se a pressão 
eae cons are ct dun 
m gs ocup e sus temperatura T (en "Су 
por Ve (Le; D. А mper 
Tm -273C E o zero абыш. 


41 in? AO Y) 


57 f) a) 


4d 


e IFFT ртт 


II 


P IET 0-0 
DEI pad [LU 
Mi eic 
" im 222. ST мм 
a asi EE 
1 ى‎ Ы 


ОО 
"Lm 


ав in 0 


ia eli 
кле “im arî 


ES n 


ETETEN 


[NI © ie а-о 


pe 


mile, se ex 
a linfa) limo) 


балу fi) 0 


Ma! зәл) 


ТОЛУ 
de 49fi)- 57x; 025 
PIRE a2 
илә IT a1 
Sf eus 


uy 


LD 67 Esplique por que 


Eyeres 5356: Seja m um inteiro 
arbitririo. Esboce o gráfico de fe 
determine fim a) e lim fa). 


SMEV senexenas 


Denctenos por [[ JJa função maior 
inteiro, e seja n um inteiro arbitrário. Determine 


шд) Әт) 


(0) Poc que ë necessário sm айе à direita? 

10 De acordo сап a teoria d relatividade, o compri- 
mento de um objeto depende de sua velocidade v 
(Veja Exemplo 10, Emei também provou que 
ıa massa т de um objeto es relacionada com y 


ande no é a musa do otjeto em repouso 
З Feres GLEE Us o Teorema (215) par verifiar o 


b) Porque É ecesário um nie à esquerda? 


71 Uma lente conver tem distância focal / ст. Se 

o et colocado р cm da ler, et а 

cn da imagen à lene est relaciansda 
tom pe різ equação da lene 


аана) (Sage Use: 


esi Un fn) =0 es) hi) 


Gogesio Use fà) = hl emo) = М) 
68 limat sen(1/ d3)=0 — (Sapestio: veja Exemplo 1) 


Conforme a figura ai 
que f para que e aos sam convergentes, 


(a) spes ша g 


6S Se 0 & (з) = c para alum ral €, prove que 
poii Era (0) Que acontece син a age quando p f"? 

(66 зс ши, fü) - Lem, gto) = 0, prove 
que tim, (ПУЗ) não existe, (Sugestão: 
Stponha que exist um número M tal que 
Jim, a ONEA] “М e emsidre 
Jin, .. o) = lim. LO SEE) 


"eed 


eger naftas 


| 


e 
I Emp 


necessário um limite à direita 


2.4 LIMITES QUE ENVOLVEM INFINITO 


Л 00 lim, 2, fd, pode ocorrer 
чш, ao tender x para а, o valor Да) da função ой aumente sem 
dr os dc s Байн, биле Buskghucuddemor 


A Figura 225 esboça o gráfico de f, Pode-se mostrar, como 
no Exemplo 3 das Segões 2.1 022, que 


ч " 
tim ¿2 não ойне 


Veja alguns valores funcionais de x próximos de 2, com 
22 


Figrazas 


As м! 2001 20000 2,0000 2,000001 


[4] 10 100 100 10000 10000 1000000 


Cuando se aproxima de 2 pela direita, Дх) atento sem. 
limite, no sentido de que podemos tornar f(x) arbitrariamente 
grande, escolhendo x suficientemente próximo de 2 ¢ x > 2. 


Denotamos ече fato excrevendo, 


O símbolo s (infinito) não representa um número real. É 
apenas uma rotacio para denotar o comportamento de certas 
funções, Assim, embora digas que quando x e aproxima de 
2 pela ireira, 1-2) se aprocima de s (ou tende para в), ou 
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que о limite de 1Дх-2) é il а a, não estamos dizendo que 
e-2) esteja cada vez mais próximo de um número red, ou 
que Mm, + Di - 2) existe 


O símbolo -o (menos infinita) é usado de modo análogo. 
para indicar que f(x) decresce sem limite (tomando valores 
араа» mito grandes) quando x se aproxima de am número, 

para fix) = Ues-2 (ven a Figura 225) escrevemos. 


I 


A Figura 226 contém prficos(parcais tipicos de funções. 
awbitrras que tendem para œ ou =» de várias maneiras. 
Consideramos a positivo, mas podemos ter também а « D. 


ola fijo es 


шна Дз), on mmm (mtm fije m on 


p 


po" —— a! 


, ри 


, 


Consideraremos também limites bi-laterais ilustrados na 
Figura 227. А reta х = a ms Figuras 226 е 2.27 € chamada 
assíntota vertical do gráfico de f. 


0 lin fn) ouf) += quando a. (0 ву 5) ===, omy la) quantos na 


LN. Ку | 


Figura 227 


ТТТТТТТТҮТТТТҮТТҮТІТ 2 
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ni erem 


ООЛ 


e 


Note que, para que (e) tenda para œ quando x tende para 
û, ambos ов limites à direita e А esquerda devem ser ~, Pura 
que ffa) ende para ==, ambos os limites laterais devem ser 
s. Se o limite de fis), de um lado de a, é в e do outro lado 
de аё — (Figura 245), dizemos que o lim Дл) não existe, 


È possível estudar muitas funções algébricas que tendem 
para э ou -c nelocihando intuitivamente, como nos exemplos. 
Seguintes. No final desta seção daremos uma definição formal 
que pode ser utilizada para demonstrações іранская. 


EXEMPLO 1 


soLução 


Se x está próximo de 2 mus x » 2, estão (¢ = 2) é positivo e 
próximo de zer. Logo, Lx — 2) é grande e positivo, Como 
podemos fazer I(x - 2) arbitrariamente grande escolhendo x 
suficientemente próximo de 2, vemos que o limite 6 igual a. 
Assim, o limite não existe. 


A Figura 228 esboça o grico de у = 1/G — 2P. A teta 
х= 3€ asno vertical Фо. 


EXEMPLO 2 


Determine сайа limite, se existi 


sotução 


(a) Se xestê próximo de 4 є < 4, então x — 4 está próximo 
de Oe é negativo, e 


[EA 


(0) Se x está próximo de 4 e x > 4, etão x — 4 é um número 
positivo pequeno e, dal, Lx = 4) é um número positivo 
grande. Assim, 


não existe 


O gráfico de y = 0—4) está estogado na Figura 2.29, A reta 
324 € uma assita vertical 


Certas fórmulas que representam quantidades fisicas po- 
dem conduzir a limites que envolvam infinito. Obviamente, uma 
quantidade física no pode leader para infinito, mas uma análise 
de uma situação hipotética em que al falo pudesse ocorrer, pode 
sugerir usos para outras quantidades relacionadas, Considere, 
por exemplo, а lel de Ohm m teoria da eletricidade, que afirma 
que 7 = VIR, onde R 6 a resistência (em ohms) de um condutor, 
Y € a diferença de potencial (em volts) através do condutor e 
£n comente (em ampères) que passa pelo condutor (veja a Figura 
230). À resistência de certas ligas tende para zero quando a 
temperatura se aproxima do zero absoluto (aprorimadamene 
ETÀ C), e a да ке toma um supercondotor de eletricidade. Se 
a voltagem V é fixa, então, para esse supercenduto 


МИЕ 


ito €, a comente aumenta sem limi, Оз supercondutores 
permitem que grandes correntes sejam usadas em usinas gera. 
oras ou motores. Eles têm também aplicações no transporte 
Verres а alta velocidade, зо quil o forte campo magnético 
produzido por magnetos supercondutores permitem que os treas 
levîten, não havendo essencialmente fricção ente as rodas e os 
vilhos. Possivelmente a utlização mais importante pa 
Supercondulores está nos ciceitos para computadores, porque 
esses circuitos produzem posquíssimo calor. 


Consideremos a seguir funções cujos valores tendem para 
um número L quando [| se orna muito grande. Seja 
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1 
LM 


| Figura 231 


Definição (2:16) 


O gráfico de f consta та Figura 231. Na tabela seguinte 
relacionamos alguns valores de J() para х grande, 


100 — 1000 10000 100000 1000‹ 


201 2,01 2,01 2400001 2000001] 


Fodemos tomar fs) ө próximo de 2 quanto quisermos, 
colendo x suficientemente grande. Denotwse este ato por 


[ўз 
—— меро ез. 


Mais uma vez lembramos que e rao é am número real e, 
assim, nenhuma variável x jamais pode ser substituida pare. À 
terminologia se aproxima de», o x tende para no significa 
que x fique cada vez mais próximo de algum número red. 
fosulivamente,Inoginmos с crescendo sem imite, ou tomando 
valores arbitrariamente grandes. 


Se x decresce sem limite — isto 6, se x loma valores 
negativos muito grandes — endo, conforme Indicado na porção 
do terceiro quadrante do gráfico da Figura 231, 2 + (1/9) 
novamente sc aproxima de 2, © escrevemos 


За (+) 


Ants de considerarmos exemplos 
demiçõs para tais Minis que сп 
tolerância pars f(x) em 1. Quendo consideramos lim f() L 


ma Seção 22, impusemos |) - L| < « sempre que x estivesse 
próximo da a е x = а. Ма знао presente, queremos 
If(x) -1] «e quando x € suficientemente grande, isto £, major 
de que qualquer número positivo M dado. 140 resulta na 
definição seguinte, em que supomos f definida em um intervalo 
infinito (e, ) para um número real е. 


a йа Pb 
raças 


[seni que per lodo 0. exite 
occ уз 


sx» M, então 11) 


а f) eL 


Se lia. fx) =L dizntos que o limite de f(a), quando 
x tende para =, #1, os que f(x) tende para L quando x tende 
para =, Costumimos escrever 


AL quo хә 


E poser: interpretação gráfica de lim. fi) = L. 


Consideremos duas retas horizontais y = L x « (Figura 232. 
De acordo com 1 Definição (210), зех 6 maior do que algum 
número positivo M, o ponto P(x, J{x)) па gráfico está ente essas 
Фаз retas horizontais, Intuiivamente sabemos que o gráfico de 
f ce cada vez тай próximo da ез y =1, A medida que r cresce. 
А таз y = L E chamada asintota horizontal do gráfica de f. 
Conforme ilustrado па Figun 232, um gráfica pode intercepiar 
uma asintota horizontal. À reb у = 2 na Figura 231 é uma 
assista horizontal pora o gráfico de fe) = 2 + (14). 


tn que |” EX E 
yere 
H 
КТЕ 
ГЕП TW H 
Figura 232 Fanaa 
Na Figura 2:320 grífico de f tende para а asintota. 
por baixo — sto é, com f(x) < L. Um gráfico pode tambem 
tender para y =L por cima — ou seja, com f(x) > 1, — ou ainda 
de outras папата, com Дз) tornando-se alternadamente malor 
doque L e menor do que L, quando x — ®, 
A próxina definição aborda o caso em que x é grande 
negativamente Aduitiremos f definida em um intervalo infinito 
(®, © para algum real c. 
Definigáo (2:17) 
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Se lim f(x) = L, dizemos que o limite de fl) quando x 


tende para =, € L, ou que fi) tende para L quendo x tende 
purae 


A Figura 233 ilustra a Definição (2.17) Se considerarmos 
rotas horizontal y = L €, então todo ponto Pr, (2) do gráfico 
амин entre essas retas se x for menor que certo número negativo 
N. A reta y = L é uma asintota horizontal para o gráfico de J. 


Podem-se estabelecer teoremas análogos aos da Seção 23, 
mera limites que envolvam o infinito. Em particular, o Trem. 
(28) relativo a піз de somas, produtos e quocientes é 
verbii para ¥ qu т -* в. Analogamente, о Teorema 
(219 sobe o limite de IGJ vale se xe ou xn Pode-se 
mosca também que 


lmese e басс 
Na Apéndice encontra-se uma prova do próximo teus 
ma, usando a Definição (216). 


Se € no ria fato a leo t 


Teorema (2:18) 


desde que x seja sempre definido. 


O Teorema (2.18) é sil para o estudo de limites de funções. 
racionais, Especificamente pare achar lim. f) ou Tim, . „ 
fla) para uma Мондо racional f, primeiro dvidimos numerador 
e dor de f) роту, em quen ё a mais айа potência 
de s que parece no denominador, e em seguida aplicamos os 
teoremas sobre limites. Esta técnica é ilustrada nos гёз próximos 
exemplos. 


EXEMPLO 3 


2e 


з 
ur s 


ошодо 


A mais айа potência de x no denominador é 2. Logo, pela regra 
emnciada wo parágrafo precedente, dividimos numerador e 
тїндїн por e aplicamos us teoremas sobre limites, Asin 


22-5 
Ea 


Segue-se que reta y = $ é uma asnicar do gráfico def. 


EXEMPLO 4 


es 
Determine in TEE 


SOLUÇÃO 


Como а mais айа potência de x no denominador é 4, primeiro 
limos rumerador е denominador por з. obtendo 


22-5 
Есен 


(Ошайпоз alguns passos na aplicação dos teoremas) 
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EXEMPLO 5 = 
T veeg) 
du ooo LE کو‎ 
SOLUÇÃO Nm 
Como а miis айа potência de x no denominador é 2, primeio кетү] 
dividimos numerador с denominador por ater 
Se x é positivo, entlo VF =x, e dividindo por x o 
x-5 numerador c о denominador da última fração, obtemos 
a a 
"EE 1, у 
21,2 


Como cada termo da forma cle tende para O quando x => е, 
vemos que. 


жр) 


Segue-se que 


®) Se x é grande e negativo, então VF = =x. Seguindo os 
mesmo passos da parte (а), obtemos. 


im EEZ 28 


[I tea 


EXEMPLO 6 


Se st) = ETT, determine 


@ im 0) (lim po) 


SOLUÇÃO 
(0) Sex é grande e positivo, então 
VESTE dr е узш 


= Podemos também considerar o caso em ا‎ como 
Чет pare ou n, Por exemplo, а igualdade 
WTI а з 16) tendem р 
bd d E li afe 
rg mod iiaa pd significa que f(x) aumenta sem lin lo x decresce nen 
podemos escrever 


Jinite, como seri o caso para ЈО) 


| 


ролдо (2:19) 


mmm 


mera Amalia Cop 2 


Оз tipos de Nimite envolvendo œ ocorrem nas aplicações, 
A tíulo de ilustração, pode-se enunciar a lei da gavitação 
universal de Newton como: Tata partícula no universo atrai 
toda outra particula com uma força proporcional ao produto de 
suas massas е inversamente proporcional ao quadrado da 
distância entre as partículas. Em símbolos 


reg 


em que Рё a força que аша em cada particula, m e n, São as 
massas dis particulis, ғ É a distancia entre es e G é uma 
constante graviacioral. Supondo т, e т, constantes, obtemos. 


im Erin i 
мө no diz que medida qoz did ent ne paras 
aumenta sem me а оа de ação Tende pam D Tora 
mue maps ME бешш ato, орана 8 зи 
Brande, tração já ão pode ser medida com aiment de 
boi concen. 


Concluimos esta seção dando uma definição formal de 
lim f(a) =, A principal detenga em relação ao nosso ta- 
lo na Seção 22 é que, em lugar de mostrar que 0) - L < € 
sempre que x está próximo de consideramos дзе número 
grande positiva M е mostramos que f(x) > M sempre que x está 
próximo de a. 


A 


ignlica qu, para cada М> 0, existe um 8» O til que 


360 «|x-a]e 8, еше fi) oi 


Para ums interpretação gráfica da Definição (219), consi 
dersmos uma reta horizontal arbîtrfein y = M, conforme Fig 
2:3, Selim fa) = , ento sempre que x está em un intervalo 


«conveniente (a ~ B, a + B) e к= a, оз pontos do gráfico de f 
ондо acima da reta horizontal 


Para definir lim f(x) = Вака alterar a Definição (2.19), 
substituindo M > O por N < 0 e Л) > М por f(x) < N. Neste 

amos uma reta horizontal arbitrária y = N (com N 
e o rico de f estará abaixo desta reta sempre que 
x estiver em um intervalo conveniente (а - 8, а + 8) єх = a. 


EXERCÍCIOS 24 


EET EI 


eres 1-10: Para a la) dada, expresse cada um des 
Seguintes limites como ou NE (não esiste): 


im) Dep) Ө 


1 


ESI 
В анат re ст 
ЧҮҮ! 

Mm nta 


M lim cose 


€—— 
хеш к яз са. 
mis La 1) мшуге! 
кета 16: Ae asno vt eo 
dor do pio de 


mt 


Freres. 37-40: Uma função f sais as condições 
indicadas. Esbose um gro de J, supondo que le 
não сопе uma asintota horizontal 


aim Jo- 0-1 


im f=- 


Wim f0)==2 lin ft)- 


lim fee; dim ЈО) 


iim fe ie fepe 
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ЕНИ (0) Estabeleça una fórmula 


fara concentração 
€) deal (em Rap e minnan 


(9 Que ocorre эс (0 por um longa perodo de 
empor 


А 42 Um petiom in; 


ln fojas; Па fium 


Ly 


lona pesca é pedis 
a população procidora adulta do próximo 
AX Uma concentração de água salada ma base de ano (rera) por ve rómer $ presente 

SO g de al por io de água corre para amn tinque mente em desova Para ctas espécies(come. 


ue conden шешне SD Iiron de goa para. m arengu da Mar do Nara) еза ent 
RE SE dada por R= aS) (S+ 1), com aeh 
(0) Se o Пола de água salgada para o tanque € constantes poses One acute quando n 
de S lor muto, determine о volume ar dee 
V() de gn e a quantidade А (0 de sl no 


tanque após Y mitos. 


2.5 FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Na linguagem quotidiana dizemos que o tempo é continuo, uma 
“vez que ele decore de maneira ininterrupta. O tempo não salta, 
digamos, de 1h pera 1hlmin da tarde, deixando um lapso de um 
minuto. Deizando ве cair um objeto de um balio, encaramos seu 
movimento subsegdente como contínuo. Se а altitude inicial é 


de 500 metros, o objeto pass por todas as altitudes entre 500 m 
е0 m antes de atingir o solo. 


_ Em matemática usamos а expressio finção contínua em: 
um sentido semelhante. Intutivamente, consideramos contínua 
uma função cujo gráfico mo lem interrupções. A Ио de 
ilustração, nenhum dos gráficos de Figura 2 35 representa uma 
função contínua ro ponto c. 


LJ м 
Es Ea 
мы NE 

1H 


Note que, em (û, Д) não é definida. Em (i) f (9 é 
ida, mas lim, fi] * ДО). Em (iim, 6) nio existe. 
Em (iv) Ө) não € definida e, além disso, lm, Л) om O 
gráfico de uma função f ndo serî de nenhum dos tipos acima 


se f safer as Uis condições relacionadas па próxima 
definição. 


deti 


Definição (2.20) 
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Uma função f é continua em ure número se satisfaz as 
Seguintes condições: 


fe) t definida 
i) lim f(x) existe. 


= (il) lim 6) - ft) 


Ao utilizar esta definição para mostrar que uma função f 
é contínua em с, basta verificar а terceira condição, porque se 
im f(a) = ДӨ, endo f(e) deve ser definida e também lim fla) 


deve existir ou se meias сой à 
automaticamente. 


Irtuitivamente sabemos que a condição (ii) implica que, à 
medida que x se trna próximo de с, о valor f(x) da função se 
toma próximo de f(e). Mais precisamente, podemos fazer f(a) 
Чо próximo de С) quinto quisemos, escolhendo x suficiente- 
mente próximo de с. 


“Se uma (ou mais) das trés condições da Definição (2.20) 
ño foem) satalito(o) dizemos que f é descontínua em £, cu 
que f em uma descontinuidade em с. Certos tipos de desc 
úinvidades têm nomes especias, As descontinuidudes em (i) е 
(6) da Figura 235 são descontinuidades removíveis, porque 
Podemos removê las definindo adequadamente o valor (e). A 
descontinuidade em (i) é do tipo salto, assim chamada devido 
à aparência do gráfico, Se а) tende para œ ou = e quando x 
tende para с de um ou de outro lado, como em (iv) dizemos 
que f lem uma descontinuidade infinita em c. 


Na dlustração seguinte reconsideraremos algumas funções 
especificas já abordadas nas Secções 21 е 22. 


ILUSTRAÇÃO 


VALOR DAFUNCÁO. 


ue 


cnárico DESCONTINUIDADE 


Nenhuma, pis para todo c 
dm f) es 2º Ko 


veria Amin Cop 3 


лини unção 


Teorema (221) 


CRANCO DESCONTINUIDADI. 


em 1 pois s) indefinido 
(dexcontinstlsde remove!) 


ent) 


removet) 


O pois MO nio existe 
mim lin são ste 


p 


4 


es qeisp() é indefinida 


«tambén le, po) о езше 
ЖО (descontado цо sto) 


O próximo teorema afirma que as funções polimmiais е 
as funções racionais (quocientes de polinômios) ão conti 
em обоз os pontas de seus dominios. 


00 Um ção policial cena para tod 
pda eon 


(6) Uni função racional g = é continua e todo ` 
nero Exceto nos mers e tals qu дү). 


Joek 


[T 
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DEMONSTRAÇÃO = 


(0 Se ¢ uma fungi pliomia e с um número rea, entio, 
pelo Teorema (211), lim, fix) le) Log f € contina 
em todo ponto ra 


б) Se ge) «9 endo c está no dominio de {= pe, pelo 
Teorema (212) im, (<) = gle); isto € q £ conta em c. 


EXEMPLO 1 
Se flx) = |x| mostre que f é continua em todo número real e. 
sotução 


О gráfico de f está esbogado па Figura 236. Se x» 0, estão 
Jis) e x. Se x «0, então fit) = -x Como x e x sio polinômios, 
decore do Teorema (2.21) (i) que f é contínua para ойо real 
diferente de zero. Resta mostrar que f ¢ continua em 0. Os limites 
tenis de f(x) em 0 sio 


аза [ах 


im la |= lim [-3) «0. 
Cono us limits aras teto e esquerdo sio iguais, 
decore, do Teorema (2.3) que 
lin [v] 0 -0]- J09. 
Logo, f contin em 0, 
EXEMPLO 2 


———— 


soLução 

Como f © umi unção racional, segue-se do Teorema (221) que 
as únicas descontinvidades ocorrem nos zeros do desomimdor 
3 1324 Рикардо, онака 


3 udi کمایس چ‎ Dates 2) (e-1) 


Ypolando a zero cada fator, vemos que as descominuidades 
de f 5300, -2e 1. 
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| 


Definição (2.22) 


Figura 237 


Se uma função f écontnua em todo ponto de um intervalo 
aberto (a, b) dizenos que f é continua no intervalo (a,b). Da 
mesma forma, uma função é contísua em um intervalo infinito 


do tipo (a,m) ou (2,5) se é contínua em todo porto do 
intervalo, A próxima definição inclui o caso de um intervalo 
fechado, 


Seja uma função J definida cm urs intervalo fechado 
[a,b]. A função f é contínua em [a,b] se é continua em — 
(a, b), e além disso 


на fa) = © e мад = 16) 


Se a função f tem um limite û direita, ou um limite à 
esquerda do tipo indicado na Definição (2.22, dizemos que f é 
contínua A direita em a ou que f é continua à esquerda em 
h, respectivamente, 


EXEMPLO 3 


Se fla) = VIF, esboce o gráfico de f e prove que f é contínua 
no inervalo fechado [-3, 3) 


soLução 


O gráfico de x+y 9 é um circulo com centro na origem e 
raio 3, Resolvendo em relação a у, temos у =2V9=x e delo. 
gráfico de у =V9=x7 é o semiciculo superior (veja a Figura 
237. 


Se -3<c<3, então, com auxilio do Teorema (2.14) 
obtemos 
lim fl) «lima - = VI-A Дд 


Logo, f € contínua em c pela Definição (2.20) Resta apenas. 
жака” ш enemas бо evi [39] licae Hie 
facris cono sep 


lim fü)» lim VF - VES -0- (3) 


lim fa) - lm VF - 9-8 -0- f3) 


Assim, f é continua à direita em -3 e continua à esquerda em. 
3. Pda Definição (222), f é contínua em [-3, 3). 
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Teorema (2.23) 


Estritamente falando, а função f do Exemplo 3 é descontina 
em todo ponto c exterior ao intervalo [-3, 3], porque fic) não 
é um número real se x <-3 ou x> 3, Todavia, 180 é costumo 

usar a expressão descontinua em c se c está em um intervalo 

aberto то фый f não é definida. 


Podemos também definir otros tios de intervalo, Por 
exemplo, f Écontiua em [a, b) ou [a e) se € contíma em todo 
número maior do que a no intervalo e, além dixo, € coniun à 
direita em a. Para intervalos da forma (a, Jow (22, bj, exigimos. 
continuidade para todo número inferior a b no intervalo, e 
também continuidade à esquerda em Б. 


Utilizando fixos enunciados no "Teorema (2.8), pode-se 
provar o seguinte: 


Se fe g são contínuas em c então são também continus 
eme DAU: 


alma fes 
5 4E a crane 
E Qi e чока f = g 
24 A 


‚ Gi) o produto fg) 


03) 0 quociente fg; desde que (c) «0 


DEMONSTRAÇÃO 
Se f e g são continuas em c, então 
lim fla) = је im gta) = gfe) 


Pela definição de soma de duss funções 
Ere fa st) 
Conseqientenente, 


my 0) 6) «im Ut) «sto 


lim) «lim gi) 
"fis ste) 
=(f+8)(e) 


Isto prova que f +3 É contíma em c. As partes (89 (i) sho 
demonstradas de maneira análoga. 


ETITITITTIIIDIS01312123222222222222— 
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Teorema (224) 


Conclusão do Teorema (2.14) 


Se feg são сонша cm um intervalo, endo f+ g 
f - ge fe são continuas no intervalo. Se, além disse, g(c) 0. 
para todo c no intervalo, fg € também continua no intervalo. 


яс» resultados podem ser estendidos a mais de duas 
funções, isto é, somas, diferenças, produtos ou quocientes, 
ensolveado tm número arbitrário de funções contínuas são 
também contínuos (desde que não ocorram zeros по denon 
тайм). 


EXEMPLO 4 


Se Mo) 
a 


prove que k é contínas no intervalo. 


soLução 


Sejam Ja) = VIZE e ga) = + 3° +1, Pelo Exemplo 3, f 
é continua em [-3,3}, e pelo Teorema (221) g é contínua para 
todo número real. Além disso, {с) * 0 para todo c em [-3, 3), 
Logo, pelo Teorema (223) (i), o quociete k= lg é contínuo 
em 43,3) 


No Apêndice I encontra-se uma demonstração бо próximo 
resultado sobre o limite de uma função composta f eg. 


Se Lim йу) = be f é contínua em b, então 


хаана 


em que supamos que im gla) e as raizes enisimas indicadas 


Teorema (225) 


Teorema do valor 
Intermediário (2.26) 


[T 


DEMONSTRAÇÃO 


Seja ffx) = VE. Aplicando o Teorema (2:24) que afirma. que 


obtemos 


A pane (do próximo teorema decorre do Teorema (2.21) 
+ da definição de função continua. A parte (i) ê um reemancialo 
do a função composta f ер. 


LE É contínua em b= gle), enão 


nto) a 


в É continua em c, 


EXENPLO 5 


Se iG) = [ue 10-12, most que E é contina pan todo 
número real. y is m 


SOLUÇÃO 
Fazendo 

Je) «Ix e gh) =a - 78-12, 
Ha) = (5) = * g) а). Como f e io continuas (veja 


Exemplo 1 e (î) do Teorema (2.21), segue-se de Gii) do Teorema 
(225) que а função composa k =f * g £ continua em c. 


A demonstação da propriedade seguinte das funções 
continras pode ser encontrada em textos de cálculo mas 
avançados, 


Se f € contínua eni um intervalo fechado [o М new é 
um número entre (a) ¢ f(b), então existe no menos um 
número сет ob] que f() w 


Teorema (227) 


O teorema do valor intermediário afirma que, quando x 
vara de a a b, а fingo contínua f toma todos os valores entre 
Ла) е ДЬ), Se consideramos o ¡rico da função comía f 
“como inimemupã, dos pontos а (a (аў a (b, (В) conforme 
ilustrado па Figura 2.38, então, para qualquer número w entre 
fla) e fb) a rea horizonal com inerceptosy igual a w 
nterceglará gráfico em pelo menos um ponto P. А coordena: 
dec de P Eum número tal que fle) - 


Uma conseqiëncia do teorema do valor intermediário é que 
же (ође ЈО) tim sinais opostas, endo existe um número centre 
ве b tal que J(e) = 0; io & f tem um zero em с. Assim, se o 
Ponto (a, J(e) do gráfico de uma função contínua cst abalo 
So eixo- e o ponto (b, (b) está acima do eixos, оп vice 
quio o pla con o show em um pato (0, 


EXENPLO 6 
Моке fa) «24-8 +2г-3 em um zo ne. e2 
soLução 
Substituindo x por 1 e 2 obtemos os valores da função 
12-62-34 
j0)-32432- 4844-3217 
Cono f() e (2) têm sinnis opos 


valor intermediário que (c) = @ po 
сеше1е?. 


segue-se do teorema do 
o menas um número гез! 


O Exemplo 6 ilustra um esquema para a localização de 
zeros tais de um polinômio, Utilizando um método de apro: 
ações sucessivas podemos aproximar cada zero com qualquer 
gu de preciso, bastando caquacká-lo em Intervalos cada vez 


Outra consegúéncia útil do teorema do valor intermediário 
é a seguinte. O intervalo ali referido pode ser fechado, beto, 
semiaberto ou infinito. 


Se uma Вико, f- é- continua & não tem ser em um. 


| vale, co on Ja)» Oo /б)< 0 para tdo £ o 
| 
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rxmcicios2s 


DEMONSTRAÇÃO 


A conchsio do teorema afirma que, sob а hipétese dada, f(x) 
tem o mesmo sinal em todo o itevalo, Se esta conclusão fosse 
falsa, então haveria números, x, e х, no intervalo tais que 
fle) > 0e f(x) < O Pelas observações precedentes, iso, por sua 
i fle) - Opara algum e entre ex, contrariamente 
A hipótese. Assim, a conclusão deve ser verdadeira 
No Capitulo 4 aplicaremos o Teorema (227) à derivada de 


uma fungi F para determinat a maneira como flx) varia em 
diversos intervalos- 


ar 


ep 


a... 
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Й » Fora. 11-18: Chi ea dsconividads de = 
d cano remove, lipo ato o in 2 as SIE Mação 
ae А 
авла ШЗ ава 
IP 
зв а-э 5 
[5 САРЕ 
ж-т 
sme PER э ә- ¢ 2-3 o TRE е8) 
узса 
‚ , EN 
ил 1 ж at зв Je- E 49 100 а 
+ ac en —: 
d BE) Baja х 1-0 
mp LE БЕТЕ E 
3 an — Sn 
E se aci m jo. [ER EE S fees ЕТСЕ 
loz ж 251 К^ ано 
Блата 85-50 Verifique o teorema do vale 
. тей» (226) pam fw inei indico 
s Ba то [sl ») Exeres 31-34: Determine todos osmúmeros panos mostrando que se f(a) <w < f(b), então f(e) =w 
2 quais f é descomínua, para algum cem fo, b]. 


А нЕ 
P tg ән pn 
тв ju te 
ra 1 xu в-а qual 
Eles, 1932 Моше que f Eco еп. E ra 
СОЕ Бань ишиц contido fazem 


Кт. dub. 
20 ft) VS 


se jle) e SEs 17-9 ase o torem do va- 


35 f)» i-i tor intermediário (226) para provar que esiste 
CECENE umn número red a tal que f(a) = 100. 
" E - ЕЕ 
y $ @ prove que a equação 12010 
2 а-в mh: me dem uma solia entre O e 1 
841 Emmodélos dequedalivre, costuma-se porque 
Exere 2330: Explique por que f ão £ conta Extr 39.84: Ache todos os valores рма os quale DO cional £ ¢ s comae 
н 
' i » ma нен. Omeg. Na verdade, g varia com a alil 
‚+ : И es Se é atitude (em grs), eo: 
nf э f) 25 р 
feri T sive sposi ser o est ent 
E. m MAI apto doa tt que pie к. 
БУС D 19-25 ^ 
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Use o teorema do valor intermediário para mos- 
ira que g= 9.8 єт algam ponto ete as Iati- 
des 35 e or, 


8162 A temperatura T (em *C) na quil a igoa ferve 
E dad aproximadiment pela formula 


10) «10062 - tp15 VT FTO 


26 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


огде fé а alude (em meros, cima do nível 
dl mar) Use o teorema do valor intermediário 


34 Seja f definida como segoe 


Bi 


sui: و‎ 
nms 
LEA 
ums 


POEM 
a= VF +100 


ET 


p 


ЫШЫ EET 
zi 
——-— 
slit 
eta (E ads لر‎ a 
5 E Hes 


Exeres 2732: Esboce o gráfico da fnção definida 
por partes t, parao valor a indicado, detemine cada 
finite, se existir 


(0) my) (0) ла 0) (e) n ft) 


am E sa 
sio ae 
(A s nes 
29 flo) = (2-30 13 
c ka 
ا‎ в xe 
miwa m 
Me ws 
po asa 
31 л) 2 LE -1 
A » eg 
phe = x0 
af J Р 
b" xx 


33 Ue a Definigão (24) рма provar que 
[n 


Turco 39-42 
dé cona. 


\che todos os rameros para os quais 


pu ei 
СЕЕ 


seres 4344: Mostre que f £ conta em a, 
8 О-У, о-в 
u 50 а amam 


Capítulo 3, 
Load A DERIVADA 


INTRODUÇÃO 
Iniciamos este capitulo considenndo dois 


problemas aplicados, О primeiro consiste em 
“determinar o coeficiente angalar (inclinação) 
da rela tangente em uo porto do gráfico de 

angie, e o segundo, em definir a velo- 
e de um objeto em movimento те асо. 
Ê digno de nota o fato que estas duas aplica. 
без, aparentemente to diversas, conduzam 
0 mesmo conceito de derivada, Nosso estu- 
do proporciona uma visio do poder + da 
generalidade da matemática, Especficamen- 
te, na Seção 32, abandomremos es aspectos. 
físico e geométrico dos dois problemas © 
definiemos a derivada como о limite dema. 
expressão que envolve uma função f. Isto 
permite, em seções. posteriores, aplicar o 
“conceito de derivada a qualquer quantidade, 
ou grandeza, que рока ser representada por 
ama função Como grandezas desse tipo ocor- 
тет em quase todos ок amos do conbecimen. 
to, эз aplicações da derivada são numerosas 
e varindas ~ mas, em cada caso, esté sempre 
em jogo uma tata de variação Assim, vol- 
tando лов dois problemas do começo, o eos- 
ficiene an 


uma curva sobe (ou desce), e а velocidade é 
ıs taxa qui а distância чага сш relação ao 
tempo. 


Nosso objetivo neste capitulo é introduzir o 

conceito de derivada e estabelecer regraspara 

tivo cálculo sem apelar para limites. 

remos algumas aplicações aqui e 
uita outras em capítulos sübseqpente, 
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3.1 RETAS TANGENTES E TAXAS DE VARIAÇÃO 


E 
Es 
Figura 
y 
л 
y 

y- 

Figunaz 


As retas tangentes gráficos lêm muitas aplicações no ccoo, 
Na geometria а reta tangente | em um ponto Р de um circulo 
pode ser interpretada como a reta que intercept (toca) o culo 
em apenas um ponto, conforme ilustrado na Figura 3.1. Não 
podemos estender esta interpretação no gráfico de ama função 
f qualquer, pois a reta pode "tocar" (mpenciar) o gráfico de 
У em um determinado ponto Р e inenspté-b novamente em 
ошто ponto (Figur 32) 

Nosso intuito é definir o coeficiente angular da tangente 
em P pois, conhecido o coeficiente angular, podemos estabelecer 
uma equação para 1 usando a forma ponto-coeficiente-angular 
(зу. 

Para definir o coeficiente angular da каа ungene 1 no 
ponto Ка, fla) do gráfico de f, escolhemos primeiro outro ponto 
Qs f) беја a Figura 3.0) e consideramos a га por Р e Q- 
Est rea € chamada secante do gráfico, 

Utilizamos anotação seguinte: 

Jg: Asecante por Peg 
mpg; О coeficiente angular de Ly 
m O coeficiente angular da tangente Jem Ra, f(a)) 


Se 0 está próximo de P, parece que mpg é uma aproxima- 
são de mp Além disso, € de se esperar que csta aproximação 
melhore quando О se aproxima de Р. Com isto em mente, 
fazemos Q lender para Р — isto € (intuitivamente) fazemos O 
ficar cada vez mais próximo de P~ mas Q = P. Se Q tende para 
P pela direita, temos а siação da Figura З.Ш), onde as linhas 
tmeejadas indicam possíveis posições de lo. Na Figura 3l, 
© tende para P pela esquerda. Poderíamos fizer Q tender para 
Р de outras maneiras, por exemplo, tomando alternadamente 
pontos à esquerda e à direita de Р. Se тд tem um valor limite 
— isto &, se mpg se aproxima de algum número quando Q se 
aproxima de P — então este número é o coeficiente angular 
ma da reta tangente L 


Reformulemos esta discuseto em termos da função de f. 
Referindo-nos à Figura 33 e wilizaado os cocrdenadas de 
Fo $(a) е Ol, ГО), vemos que о coeficiente angular da veta 


Se f é contínaa em a, podemos fazer Q(x, fx) tender par 
Pa, Hd) fazendo x tender para а. Ito motiva а seguinte 
definição do coeficiente angular m, de leri а, fla): 


desde que o 
É conveniente usar uma forma alternativa de т, obtida 
passando-se da variável x pera uma variável h, como segue. 
Fazer h =x - a о, equivalentemente, x = а + h. Apelundo 
para a Figura 34 е considerando as coordenadas F(a, f(a) e 
Cla +, f(a А), vemos que о coeficiente angular mpo de 
secante é 


СЕТ 
E 
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Dotinição (3.1) 


Pigna as 


,. Como x == a equivale а h — O, nossa definição de сос. 
‘ciente angular m, da tangente | pode ser formulada como segue: 


[70 Roefiente андаш, ди tange o dio de um 
“Ração Fem Ра, E o 
Ы ar i f+) fa) 

e кый ni 


dade que о айе exista ` i 
Definição (21) nio existe, então o 
gente em É, f(à) não € definido, 


Se o limite 
coeficiente angular d 


EXEMPLO 1 


Seja f(x) =x, e seja а um número тей arbiririo. 


(2) Detemine o coeficiente angula 
1 ет Ра, а). 


la tangente го gráfico de 


(5) Determine a equação da tangente em 42,4 

soLução 

@ A Figura 35 exibe o prático de у = e um ponio típico 
ал). Aplicando a Definição (3.1), vemos que o codi 
ieme angelar em Ре 


ATEN 
gae 


tm te 


tim MAR 
[E 
РЕ 


im (2a + h) = 20 


Definigào (32) 
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Utilizando a fómula ponto coeficiente angular (1.8), podemos 
escrever a equação da tangente como 


pnr 


e da Definição (3.1) surge em diversas aplicações; uma 
dis mais familiares éa determinação da velocidade de um móvel. 
Consideremos o caso do movimento retilineo, em que o móvel 
pescon uma reta, Para determinar а velocidade média v, em 
um intervalo de tempo, utilizamos а fórmula d = rt, onde r 
xa, гё o comprimento do intervalo de tempo, e d é а distância 
percorvida. Resolvendo em relação a ғ obtemos a seguine 
detinição. 


[7A yelocidade média de um móvel Que percorre oma 
данага по empoié = vr 
Ж tegit zt ша ый | ug 
ES dA EU я” y 


Como ilustração, se um automóvel deixa a cidade A à 1h, 
percome uma estrada retilínea, e chega à cidade В а 240 km de 


у À às 4h (veja a Figura 3:6), então, pela Definição (32), com 


d=240 e £=3 (horas), a velocidade média durante o intervalo 
pnr: 

29 nnn 
Est €a velocidade que, se mantida constante durante 3 horas, 
emitia ao move percorrer ов 240 km de A à B. 


A velocidade média nada nos diz sobre a velocidade em. 
um dado instante. Por exemplo, às 2430 min o velocimetro 
poderia registrar 60 ou 45, ou o automóvel poderia até mesmo 
star parado. Se quisermos determinar a taxa à qual o móvel está 
“viajando às 2h30 min, precisamos conhecer seu movimento og 
posição próxima з este instante. Suponhamos por exemplo, que, 
ds 2130 min о automóvel estivesse a 120 km е ds 2155 min a 
126 km de A, conforme ilustrado na Figura 3.7. O intervalo de 
tempo de 2130 min a 2h35 min é de 5 minutes, ou 1/12 da hora, 
«© a distância d € de 6 km. Levando estes valores em conta з 
Definição (32), ebtemos a velocidade média naquele intervalo 
de tempo: 


4 
„-+-акеъ 
kn 


n 
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Tempo. 


Este resaltado ainda não constitui ama indicação precisa da 
velocidade às 2430 min pois, por exemplo, o automóvel poderia. 
estar trafegando muito devagar às 2430 min, aumentando em. 
seguida consideraveimente a velocidade para chegar às 2h30 min 
зо ponto a 126 km de À, Evidentemente, obteremos uma melhor 
aproximação asando a velocidade média durante um intervalo. 
de tempo metor, digamos, de 2430 a 2h31 min. Parece que o 
melhor seria Jomar intenalos de tempo cada vez menores na 
vizinhança de 2430 min + estudar a velocidade média em cada 
val, Isto conduz а um processa de limite análogo за das 
retas tangentes, 


Para maior precisão, represcniemos a posição de um «beto 
еп movimento теб осо por um ponto Рет uma reta coordenada. 
1, Referimo-vos às vezes ao movimento do ponto P, ou a0 
movimento de um objeto cuja posição é especificada por P. 
Admitiremos conhecida a posição de Р a cada instante do 
intervalo de tempo dada. Se s) denota a coordenada de Р no 
instanter, então a função é a função posição de”, Registrando 
о tempo por meio de um relógio (Figura 3.8), então, para cada 
1,0 ponto P estará a 50) unidades da origem. 


Тыа definir a velocidade de no instante a, princiro 
terminamos a velocidade теа em um (pequeno) intervalo 
de tempo próximo de a. Comsidesmos assim, instantes a е 
a+ h, onde h é um número real (pequeno). As posições cor- 
respondents são s(a) (а +) conforme ilustrado та Figura 

733. A variação na posição de P € sa +1) = sa) Este número 
pude sr posto, tegatiro ou ero. Note que ala +) o) não 
E necessariamente distância percorrida por Р ente os instantes 
ae a+h, pois, por exemplo, Р pole ter ultrapassado o ponto 
correspondente а а + A), retornando cm seguida àquele ponto 
no instants a 


Pela Definição (32), а velocidade média de P er 
instantes aea hé 


y, сайдо na distância „sla + A) = o) 
variação no tempo. à 


Como anteriormente, admitimos que quanto mais próximo de 
zero estiver h, mais próxima de P no instante a estará v, 
Definimos assim a velocidade como um limite, quando A tende 
para O, de v,, conforme a definição seguinte. 


Saponamos que um ponto Р percorra uma reta coor- 
denada 1 de modo que sua coordenada no instante seja 
^0. A velocidade v, de P no instante a é 


sto 1) - st) 


Definição (3.3) 


O límite na Definido (23) é também chamado velocidade 
instantánea de P no instante а. 


Se 4) € medida em centimetros e r em segundos, ento a 
unidade de velocidade é centímetros por segundo (cm/seg). Se 
“s() é em milhas, e ет horas, a velocidade é milhas por hora 
"Naturalmente, podem também ser usadas outnis unidades de 
medida. 


Voltaemos o conceito de velocidade no Capítulo 4, ande 
mostraremos que, se а velocidade é positiva em um dado in- 
tervalo de tenpo, catio o ponlo se move па direção positiva em 
1. Se а velocidade € negativa, o ponto se move na dieção 
negativa. Conquanto estes fatos não tenham ainda sido provi 
des, utilizi-loremos no exemplo seguinte. 


i EXEMPLO 2 


De um balo a 150 m acima do sob, deixa-se air um saco de 
arsin. Deeprezando ae a resistência do a, a distância «(9 do solo 
ao saco de areia em queda, após t segundos, é dada por 


s) = 92 «150 
Determinar a velocidade do co de areia 
(6) quando r= a segundos 


O) quando t= 2 segundos 


(O mo instante em que ele ea o solo 


soLução 
() Confome а Figura 3.0, consideramos o saco de aveia 
movenlo во longo de uma condenada vertical 1 com 
йет no solo. Note que m Ínsante em que o saco é 
porum 
s0) -430) «150150 


o mm 


cimo Aral Cope 


Para achar а velocidade do saco de areia quando ta, 
aplicamos a Definição (3.3) obtendo 


ЕСЕ] 
_ E49 HP 4150]- 1-490 + 150) 
D D 


lis 29дай +498 
һ 


lim [-980 4-491] « -98a m/s 


W) 1-2 (IO) 196 mb 


(9 з-0 sono = 1º DO 3061 
1a SIT +553 
Nesse instante, a velocidade de impacto é duda por 


yy СӘВИ5АЗ)- -54,19 ms 


Há mañas outras aplicações que exigem limites semelhar- 
des à abordadas em (3.1) € (3). Em algums, a variável 
indopendete é tengo í hl coma na defini de velocidade 
Por exemplo, durante certo tempo, um químico pede єл 
jairo na bia quil lt maia am Civ Mit 
um egeneir eletricista pde desejar saber a tara de variação 
da coren empate e umeirut clerico; a um biolgo pode 
interessar tam à qual as bactérias se desenvolvem ou se 
recem em uma cultura. Podemos considerar tanas de variação 
т тоа outas quantidades que nio o tempo. Por exempl, 
a lei de Boyle para um gás confinado ama que e a lem- 
реті permanece constante, eno volume v'e а pesso р 
estão relacionados pela fórmula v = cj. pua alguma consente 
& Bo pelo yet uen pra ples coca em acta a 
taxa qual о volume varia por unidade de variação na presso. 
Est па € conhecida como иза nsantánca de variação em 
relação a p. Para esublecer métodos gemis que possam ser 
aplicados а diferentes problemas dese lip, vtikzaremos xe у 
como variáveis с suporemos que y = f(x) para alguma função f. 
(Na ostra precedente, y v, x ере f (x) = d.) Definimos 

avo de variação de uma vîrirvel 7 em relação а 
uma varela 


Definição (3.4) 
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SA NU E = a ros 
à w mienia ar EnS 


таб Aa ht 


corta 6 


Usavemos infiscriminadamento as expressões taxa de va- 
riação e taxa instantânea de variação. 
Se, na Definição (3А), corsidenrmos o caso especial 


amt (emp) e y=2() (posição em uma reta coordenada) 
oblerenos a seguinte interpretação do movimento retilineo: 


velocidade média (vJ taxa média de variação de sem 
relação а £ em um intervalo de 


tempo. 
velocidade (+: taxa instantânea de variação de s 
em seção аг no instante о. 
› 


Coet mem, 


(ii) dı Definição (14) peometricamente, 
peuconendo o іе 

a. A taxa instantânea de 

sobre a maneira como 


imaginemos um port 
Figura 3.14, da iquenla рма 
variação de y en relação a nos i 


арз 
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o gráfico sobe ou desce por unidade de variação de x, Na Figura 
111, m, (o coeficiente angular da reta tangente em A) é moror 
do que m, (o mesmo coeficiente em B), e a taxa y, , m qual y 
varia em relação х, ê inferior а essa mesma taxa em B. Note 
também que, como т, < 0, o coeficients angular da tangente em 
C é negativo, e y decresce à medida que x cresce. 


O exemplo que segue då uma aplicação fisica da Definição. 
өл). 
EXENPLO 3 


Avolugemem certo circuito elétrico é de 100 volts, Se acorreate 
(em ampères) 1 ca resistência (em ohms) é R, então, pela lei 
de Ohm, / = 100/R. Se R esti aumentando, ache a taxa instanti- 
nea de variação de em relação a R em: 


a) qualquer resistência К. 


б) uma resicóncia de 20 ohms. 
sotução 


(0) Usando a Definição (34) (ii) com уед eR é 
JR) = 100/R, obteremos a taxa instantânea de variação de 
Tem relação а R para uma existência de R ohms: 

E um =) 


O sinal negativo indica que a corente está decrescendo 
O) Aplicando s fórmula /, = -10/ da parte (a), obtemos a 


taxa iastentânca de variação de 7 em relação а R para 
aa ja ção a R pu 


^ me —— T 


de ampère por ohm. 


киге. 1-6 (6) Use a Definição (3.1) para obter o 
ceeficiene angular da tangente a0 gráfico de 
fem Ри, Ha) 0) Determine a equação da ingente 
Em rea. 


"E 
3 fee “Sides 
5 fene TES 


reres 7-10: (в) Use a Definição (3.1) para его 
eficiente angular d tangente ao gráfico da equação 
o pono com coordenada. 4. (0) Esttelega à 
quicio da tangente em 7. (c) Esboce o grifico da 
uva e da tangente em Р. 


ту LET 


tya e, СЕ) 
ээзи кър 
ТЕТ Ln 


Trercs 11-12 (+) Esboceo gráfico da equação e ds 

tangentes nos ponts de coordenadas, =2 -1, 1 € 

2 (0) Determine o porto em que o coeficiente 
pular da tangente é m 

пуза mo 


туз ns 


eres 13-14 A função posição з de um ponte Р 
que se move em uma reh coordenada P é dada por 
Tem segundos e д0) em cementos. (1) Ache а 
velocidade média de P vos seguinte intervalos de 
tempo: [1 12] [51] e Ll; 301]. (0) Determine а 
velocidad de Pen t= 1, 


1 de 4P 3: E 


15 Um baloalta deia сай, de um slo, um suco 
de eia, де 160 m acima do sol. Após зери 
dos, о saco de areia està а 100 46 do sob. 


no- 


(9 Ache a velocidade do saco de ar 
tal 


0) Com que velocidade озсо de areia atinge o 
sol 


16 Um projet e tangado vetcalmente do solo com 
uma velocidade inicial de 112 пу. Após t segun- 
ds, sur disância do solo é de 1121-491 
metros. 


(9) Ache а velocidade do projétil ри 
dera 


12, 


в) Quando o roji atinge о solo? 


(9 Ache а velocidade no momento em que ele 
айе o solo. 


17. No videogame da figu, os avides voam da 
queda. pu а dieta segundo à аја 
y=1+(1/3) e podem disparar suas balas na 
seio da lagen conta pemons ao longo до 
xxm x«1,2, 4 e 5. Determine se alguém 
sek mingido se o avido disparar ма projétil 
quando estiver em 


өз) 


me.) 


sorre uma pista de 100 m de modo 

4) percmida após 1 segundos é 
dada por (0 = н 8 a (veja а Figura). Deter- 
mine a velocidade do en. 


@) no incio da corrida 
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мар obvier ums aprocimação do coeficiente angui- ыст: 
пм noso de 
ds sc а io 
r E 
nad ip 
im m MN 
doe de. № раты sm ынты рини] 
myi рэя EH ت کک‎ а ойы 
LIST 1:24 Hada por 
E dE a ней des 
pt e 
IT IIO MN 
p clv, pota парла constante c. Se, pura certo eê REN 
a 
Tec rre rd Gas Ge 
od 1126 A função posição s de um objeto em movimento da derivada (3.6) 
destontâsca de variação da área 5 da superficie БЫ X 
ke ale S ande xj) € em metros e rem minutos 
ELE fedi а) Faça o gráfico de s pura O ars 10. 
" и Ма b W) Dê uma aproximação dos intervalos de tem 
праг da tangente em P(1,4; f(14)). ب‎ “Aplicações da 


derivada (3.7) 


1.2 DEFINIÇÃO DE DERIVADA dé 


Les f) 
LM, 


Na seção precedente veamos o limite Б 
fo) - fto) 


equivalentemente lim 


em várias aplicações dife- 


testes, Este límite £ а bese de um dos conceitos fundamentais 
do cîleulo, a derivada, definida а seguir 
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O simbolo f' mı Definigio (15) le "f ийа", É importune 
тош que, ао determinar РЗ), consileramos x um número real 
иййгїйое line quando tene para zero. Obi f'(x), podemos 
автобан f'(e) para um certo e cuido x por a. 


A afirmação f(x) eriste significa que o йе na Definicão 
(353) existe, Nesse caso, dizemos que f é diferenciável em x, ou 
фе f tem uma derivada em x. Se o limite não existe, eno f 
não é dilerenciável em x, Ав expressões diferenciar f(z) ou echar. 
а derivada de f(s) significam determinar f'(x). 


Ocasionalmente será conveniente utilizar a seguinte forma 
allemativa da Definição (3.5) рага achar f'(a). 


Esta foia primeira fórmula para definir m, anteriormente. 


As aplicações são reenunciados das Definições (31) e 


muito importantes e serio usadas em 
лов em todo o texto. 


fico de y=f(x) o ponto (a, Fa) é Flo), 
(0) Taxa de variação: Se y = fi) а taxa iostamânca de 


ção а rem a é f'(a) 


parao dey emre 


Como ceso especial de (1:7), recordemos, da Definição 
(03), que sex = t denota o tempo e y =s(1) éa posição de um 
ponto Р em uma teta coordenada, então s) € а velocidade Р 
m instante а. 


Uma função é diferendável em um intervalo aberto (a, 
ие f (5) existe para todo. em (a, b). Consideraremos também 
fanções diferenciáveis em um intervalo infinito (a.v), (eo, a) 
cu (ce, =), Para intervalo» fechados, usaemos а seguinte 
convenção, análoga à definição de continuidade em um inte 
valo fechado dada em (2.22) 


136 Cielo com Ceoneria Anta Cop 3 


и 


СЕИ 


сюз A derivada 127 


Delinição (93) 


Uma função f © diferenciével cm wm Intervalo fechado 
To, 1] se f € теба no intervalo aberto (a, D) e se 


os seguintes limites existem: 
O 


H 


Os limites hterais da Definição (3.8) costumam ser desig- 
magos por derivada à direita c derivada à esquerda de /, 
téspecivamente. Note que, para a derivada à direita, A— 0' e 
a4 h tende para a pela direita. Para a derivada à esquerda, 
$> e b h tende para b pela esquerda. 


Se f é definida em um intervalo fectado fa, b] e não é 
defina em nenhum cutro ponto, então as derivadas à direita e 
1 esquerda definem os coeficientes angulares das tangentes nos 
pontos Pta, f(a) e K( f(b), respectivamente, conforme Figura 
3.12. Para o coeficiente angular da tangente em Р, tomamos o 
valor limite da secante por Pe Q quando Q se aproxima de P 
pela direita, Para а tangente em А, o ponto Q se aproxima de 
R pela esquerda. 

A difercaciabilidade em um intervalo da forma (0,8), 
[a, 9) (a, оо (=, H se define de maneira análoga, utilizan- 
dosse o nite lateral em um este 


O domínio da derivada f consiste em todos ox pontos, 
ou números, para os quais f é diferenciáve, e tambén, possi- 


Coca 
tim = fi 


КИЕТ) 
V D 


a 


Ps Ke) 
qu KE) 
por A Es 
a ash bth b 
do an 
Figura a12 


Se é definida em um intervalo aberto que contém а, então 
fa) existe se е somente sé as derivadas à direita e à esquerda 
existem e são Iguais. As funções cujos gráficos se acham 
esboçados na Figura 3.13 em derivadas à direita £ à esquerda de 
a, as quais são cs coeficientes angulares das retas e f, respecti- 


* Definição (3.10) 


vamente. Como os eficientes angulares de h е sio diferentes, 
Fo) não existe. O gráfico de f tem um ponto anguloso em 
Җа. Л) se f é continua em a e se as derivadas à esquerda e à 
direita de a existem e são diferentes, оп se uma das derivadas em 


esiste e|) — = quando а ou x ced 


Conforme indicado na próxima definição, pode ocorrer 
una tangente vertical em Pa, Ja) se Га) nio existe, 


O pilico de pma função f tem uma tangente vertical | 
х= à no ponto а, fla) se f é contínua em a ese 


MIOS 


Se Рё um ponto extremo do dominio de f, podemos enunciar 
defino semelhante utilizando a derivada à direita ou à esquerda, 
A Figura 314 ilustra alguns casos tipicos de tangente vertical. 
Conforme indicado na próxima definição, o ponto Р, па Figura 
3140) é chamado ponto de reverso cu ponto cuspdal 


UP do pai de Go ção f E chamado 
dn de reversão, ой рома cespida, se fé contínua em 
Терезеш a deag condições egi 

= (i) f (e) es'quáiido x tende para a por um lado. 

(i FO) e quando x tende par а pelo ouo nto. 


в w 


Й 1 
rs foy 


NI 


ETE aaa 22229222 ---——— M 


nomeia Amd Cap 3 


EXEMPLO 1 
Se f(x) «3 — 12x + B, determine 

(а) О) MIOS) (9 о domínio de f 
soLução 

(0 PdiDeiieio бз) 

1es 


о-в 


= lim 


o pm GO S cia 12 8) -(зё 12048) 
D 


Tice = Plc +h) e] = Gr - 12 +8) 
h 


TE 
act k 


АСЕЕВ 
-%12 
б) Levando os valores de x em fa) = c = 12, obtemos 
f'8)- 84-12-12, 
TC2D- 692)- 12-4, 
e Fan 


(6) Camo f(x) =ar- 12, a derivada existe pora todo número. 
real x Logo o domínio de 7 ЕВ. 


EXEMPLO 2 


5с у = 36 = 12х + В, use о resultado do Exemplo 1 para deter- 
minar 


(a) o coeficiente angular de tangente ao gráfico desta equação. 
no ponto P(3, ~1). 


(6) o ponto do gráfico em que a tangente é horizontal. 


Coet. ang =6 


PO) F 
Coet ang =0 
ee- 


Figurasis 
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м - 12x 48, então por (7) (i)e o Exemplo 1, 
o coeficiente angular da tangente em (r, f(0) É 
ГӨ) = бх 12. Em particular, о coeficiente angular em 


з) 60) -12-6 


(b) Como a tangente é horizontal se o coeficiente angular 
ГО) € zero, resolvemos 6x — 12 = 0, obtendo x = 2. O 
valor correspondente de y é 4. Logo, а tangente ё 
horizontal em 0(2, A). 


A Figura 3.15 exibe оз gráficos de f (uma parábola) e das 
tangentes em Pe Q. Note que o vértice da parábola é о ponto 


00, -4). 


EXEMPLO З 

Se ft) = vã, 

(a) Faça o gráfica de f. 

(Ы) determine f'( e o domínio de f. 
soLucáo 


(1) A Figura 3.16 exibe o gráfico de f. Note que o domínio 
de f corsiste em todos cs números nao-aegativos 


®) Como x = O é um porto de parada do domínio de f, 
examinaremos separadamente os casos x> O ex = 0. 


Sex » @ então pela Definição (3.5), 


Para achar o limite, primeiro ra 
do quociente e em seguida si 


oralizamos o numerador 
plficamos 
VETTE OX Wi 

TT her 


(Mx 


ur m 


= tim, 


1 
БЕТДЕ 


0 Cie com Geometrio Alis Cop 3 


ны 


Figurar 


ma 
NEG 
Como z=0 é um pono de parada do domínio de f, 


devemos usar um limite lateral para determinar ac (0) сайыш. 


Usando a Радаа (36) соп = blemas 
tim LOAF, yyy ICE - 
xag e 


Como c limite não existe, o domínio de / £o conjunto dos 
inteiros reais positivos O último limite mostra que o gráfico de 
f tem tangente vertical ( eix-y) no ponto (0,0). 


EXEMPLO 4 
Зе Да) = [x mostre que f no € diferenciável em 0, 
soLução 


A Figura 3.17 dá o gráfico de f. Podemos provar que (0) não 

existe mostrando que as derivadas à direita e à esquerda são 

fre. Ulizndo os ines da Detinigio (34) com a = 0 е 
0, temos 


TA 


er D 


dim BOO) ی‎ 95-10]. i 11 


m ee 
Assim f(0) nio existe e f nio é diferencióvel em 0. 


Nos que o gico de у -|х | ("gm 317) tem um poto 
anplosoem PO. буе. por шерне, тас tem age 


RR DUC a айсы ы сы. 


A função f то Exemplo 4 é contínua em x = O (veja 
Exemplo 1 da Seção 2.3) entetanto, f (0) não exist. Assim, 
mem toda função contínua é dferenciável, Em contraposição, 
„дд vocas поа que toda fugio йен É 


Cap 3 Adria 131 


Derivada do uma função 
linear (9.12) 


DEMONSTRAÇÃO 
Usaremos a Definição Alternativa (3.6): 
= tim A 


Podemos escrever f(x) em uma forma que contenha 
LH = fta =a) como segue desde que x ~a: 


(e-o) «fi 


Empregando teoremas sobre límites, encontramos. 


Jim f(x)» tim ДӘ Д0, tim (e-a) tim fa) 


fia) 
“Assim, pela Definição (220), f é continua em а 


Utilizando limites laterals, podemos estender o Teorema 
(311) funções questo diferenciávei em um interval fechado. 


O processo de determinação de uma derivada por meio da 
Definição (3.5) pole ser cansativo se fix) é uma expressão 
complicada. Felizmente, possível estabelecer fórmula e regras 
gerais que nos permitem achar f'(x) sem recorrer а limites. 


Se f € uma função linear, então f(x) = mr + b para reais 
me b. O pifico de f é à na de cociente angular m c 
interceptoy b (veja a Fura 318. Como indicado na Figura, à 
tangente Г em um ponto P coincide com o gráfico de f c, 
Sonseqienteente em coeficiente angular т. Assim, por ( de 
(37) Рр) = m ра todo x. Pode-se provar isto diretamente da 
Definição (35). Temos sim a seguinte regra 
CUL are 
ҖЫЮ eris ento FO) =m 


Caso especial, com m = 0. 


?1222222221221212123122 


10 Elda Cia Analia Cog 
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Derivada de uma 


amoo 
vonslanto (3.13) 


O resultado precedente é também evidente ло grífico, 
porque o gráfico de uma função constante é uma reta horizontal 
que tem coeficiente angular 0. 


A tração que segue di alguns casos especias de (3.12) 
e13. 


_ ILUSTRAÇÃO 


[O] aer ar NE 


fm] 3 4 1 1 о 0 0 


Muitas expresses algébricas contêm uma variável x ele- 
veda a иша potência п. O próximo resultado, chamado regra da 
potência, constitui uma fórmula simples para achar a derivada 
quando n é inteiro, 


Hegra da potência (3.14) Seja n intro. 


Se f0: 
#0 qiando n 2Û 


идо f) = me! desde que 


DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (3.5), 
SU) in Ж} f 


КҮҮ 
1 


Se n é um inteiro positivo, podemos desenvolver (x + КУ pela 
teorema binomial, obtendo, 


Fremena AED asp io t je] 
pem RU pm 


5 D 
7 is [pet ME rante 


Como cada termo dentro dos colchetes, exceto 


primeiro, 
contêm uma potência deh, vemos que f(x) == 


Se п é regativo e 190, podemos entio fazer n = =k, k 
positivo. Assim CE 


Como anteriomente, utilizando o teorema binomial para desen- 
volver (x+ HY, simplificando e tomando o йе, vemos 


Pajari ent 
Зе п =бе х 0, a regra da poiência ainda é vi 
neste caso f(a) =x = Le, por (3.13) f (x) = «0. 


A próxima ilustração dà alguns casos especiais da regra da 
potência, 


pois, 


ILUSTRAÇÃO 


w 1 а. 
E лан nl e 


z "ES 
зе ae ame e- 20-3 aom. 10 


regra da potência ao caso de expoentes 
no Apêndice П mostraremos que, para 


Podemos estende 
racionais. Em paricul 
todo intiro positivo n, 


se fi) «x ^^, endo festina 


desde que essas expressões sejam definidas. Aplicando regras 
demonstradas nas Seções 33 ë 3.4, podemos então mostrar que, 
pisa qualquer número racional m (n, 


se asno, então fs) ‚а! ч! 


No Capitulo 7 provaremos que a regra da potência é válida 
para todo número real л. A ilustração seguinte dá alguns casos 
especiais da regra da potência para expoentes racionais: 
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ILUSTRAÇÃO Б 


Teorema (3.15) 


Notações para a derivada de |: ois 3 


y- fo) Лб) 


Соп o mesmo tipo de demonstração usado para a regn da 
potência, podemos provar, para qualquer real с. 


Se jÎ cx, então f) = (on) 


Em palavras, para diferenciar cx”, multiplicamos о coefi- 
cient c pelo expoente n e reduzinos o expoente de uma unidade. 


Coreluiremos esta seção introduzindo notagics adicionais 
pan a derivada, 


TO 


сез hdd DS 
Justficaremos a notação dy/de na Seção 35, onte se define o 
conceito de diferencial. 


A próxima ilustração apresenta alguns exemplos da utili 
zação de (316) e (315). 


ILUSTRAÇÃO 


“Todas estas notações são usadas na matemática e aplica- 
spes e o estudante deve amiliarzar- comas diferentes formas. 
Assim é que, agora, podemos escrever 


D,ft)- E Ma) = fim = 


A lara x em Dy е dide denota а variável independente, Se 
utilizarmos outra variável independent, digamos t, esereveremos 


ЫЛЫП 


Cada um dos símbolos D, e dide é chamado operador 
diferencial. Isoladamente, D, ou dídx não têm significação 
prítica seguidos de uma expressão à direita, entretanto, denotam 
urma derivada, Dizemos que D, ou dite opera sobre aexpressão, 
+ chamamos D, v cu dyte а derivada de y em relação a x. 


+ Darme 
a 


2 
4 — 
. A ere ува 
dene tene 
а А РЕ 
NET 
мае que em (210), Diy, Y e dlde são símbolos da 
derivada de y em relação а x. Se quisermos indicar o valor da 


derivada Day, y" ou dy para algum nômero x = a, costumamos 
utilizar um colchet simples ou duplo, escrevendo 


Domno E) Pe 


RR y, 
MEUM d 


Podemos também considerar derivadas de derivados, Es. 

pecificament, se diferenciamos uma função f, obtemos outra 
cio f‘. Se f' admite uma derivada, esta é denotada por f” (f 
duas linhas) e & chamada derivada segunda de f. Assim 


F-DI WND, fD, ло) Di f0) 


Conforme indicado, usa-se o operador simbolo D? para a 
derivada segunda. A derivada terceira /^ de f é a derivada da 
derivada segunda. Acti. 


Fa) DJW =D, DINA] «D? fec) 


De modo geral, se n € um número inteiro positivo, então 
J denota a derivada de orden п de f, e se obtém partindo 
de f e diferenciando ucesivament п vezes. Em notação de 
operador, f Pls) = Р} Да), O imeiro n а ordem de derivada 
f IG). Resumimos a seguir as diversas noções usas para 
derivadas de ordem superior, com у = ft). 


ss 


JI Co com Goma Amos Сыз. 


Wotação para derivadas © 
#uporloron (3.17) 


EXEMPLO 5 


“Ache as quano primeiras derivadas de fa) = tx 


SOLUÇÃO 


Aplicamos (3.15) quatro vezes: 


Foe gen 
PEE pesar 


E 


Je 319 


de DCHA ages 


ОА 


Use a Definição (35) paa achar 
me о dominio de $. (c) Escreva a 

ico de f no ponto P (4) 
ue vs poto de prio em que ватрене € 
ha 


RNE 


аде res 
DT LET 
vas Nao 

(15) para achar 

їгїт o domínio де F ()Fserea a 


de fem P) 
tangente € horizontal, 


ES 10,29 
ИТТЕ қалу 


ОТЕ LX 
D пу) 
TORTS map 

лол) mm 

10 f) A8 

фаз RMS o 


Eres. 15-16: Determine ss ts primers deivadas 
тз дезе 

1 =6 

as =o Va 

16 fi) eae 

17 Se 252513, demise D] 


J8 Se y> 3145, determine D]. 


19 Se y = -4с +7, determine #З. 


agis ml ns 
mj. A) A 


rercs 224: Utilize o grifico de f pan determinar 
se € dierencável то intervalo dado. 


BOAT ml (бәр 
MATE ma MEL 


Eres, 25-30: Determine se f tem (a) tangente 
vertical em (0,0) e (9) розо de reversio em (0, 0). 


БИЕ 
Fa 29 f) еза 30 Ди) елеу 


Eseres. 3132: Estime Pt), FOD, ЛО), e ЛО) 
илдо existirem, 


y 
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Feres. 3536. Use derivadas à dit e à esquerda 
para povar que f nio € Merci em e 
Boeles aus 

30m leal 
эз 0-2 
Msoi- a=2 


Exeres 3740: Us. o gráfico de f para determinar 
o dominio de f 


p 


Exerc. 4142: Coda figura É o gráfico de uma 
fungi J, Eaboce u gráfico de fe determine onde f 
não € diferenciivel. 


seres 41-14: Dads fango posição э de um 
pomo em movinenlo sobre uma rt corden- 
da determine os instantes em que э velocidade 
tem o valor È 

os аза 


Moisa aevo 


E 


lado com Geometria нака Cop 3 


4S А relaia entr a temperatura Fra esc Раме. 
ей e a temperatun C та escala Celsius É dada 
por C= }(Е- 32) Determine a taxa de variação 
de F en reli aC. 


46 A dei de Charles para or gases afirma que se a 
Pressão permanece constante, então а reação 
fue о volume Y que Um gás ойра e sua 
temperatura T (em “Су é dada por 
V= VOC + у; Т. Determine ашха de variação 


de Ten elio aV. 


(9 Se А-а, 


e — 
до para estimar (1) com A= 0,1, 0,01 é 
com 


(4) Determine o valor exato de f). 
52 Use fn 
para mosirar que e A 0, ento 


pa IE = 2) + fo 
r3 


ıla de aproximação do Exercicio 51 


E 


(9) Se flah = 1 fet, use а pae (a) para er 


47 Most que a taxa de variação do volume de uma 
tera em relação э жь eo 6 monericebinia 
igual rea da ester, 


ав Most: que a tava de variação do nio de um 
círculo em reação à iu cicunfernca ê inde- 
pendente do tamanho do circus 


FO) m A O1; 0,0 едо. 


(6) Determine o valor exato de f^) 


leres 53-54: Use 
número aprosimado 
parco em segundos para 


segun, que da o 
40 que um сат 
je uma velocidad 


e 90 kh eri б segundos 


49 Uma mancha de бео se lat sempre eim 
menie Ache taxa na qual a rea A dı soperfieie — [T 


da mancha ara em relação ао raio do ciculo 


fede E ESE 
می ی‎ 5) Uso Enio pe pia avi 
50 Um bilo esférico está sendo inflado: Detemine 
[M 


a Exa ma qual seu volume V varia em telaio a0 
тю rdo balão para 


fabrubiáo еза 

51 Em algumas aplicações, ов valores funcionais 
169) podem ser conhécilos apenas para alguns 
valores de x, próximos de а. Em шй situações, 
(a) costuma ser aproximada pela fórmula 


ro- fasha) 


(a) Inerpree esta fórmula graficamente. 


fast -fta-) 


(D Mastre que i чш 


3.3 TÉCNICAS DE DIFERENCIAÇÃO 


S4 Use o Exeretcio 52 para aproximar a taça de 
variação i velocidade do caro епи доа em 


(ues 


Quas 


[E 
no intervalo [-1,1] e exime onde J nio é 
Жыен. 


Sê Faça o P 
intervalo [-1, 3] e esime 
Pomos onde а tangente é horizon 


coordenadas- dos 


Esta Seg 


contém algumas regras gerais paracaleular derivadas, 


Essas regras são formuladas em termos do operador diferencial 
D onde D, f(x) = РО, em que fe g denotam funções diferen- 
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cifvels с, me b são números reais e n é um número racional. 
As irès primeiras partes do teorema seguinte foram demonstradas 
та Sedo 32 e чо reenunciadas aqui por uma questio de 
completude. 


Teorema (2.18) q) 0,2-0 
OD, хе) 
GD, (o) = m-t 
D, felt) ED, fi) 

(V) 2,175) + a] = Р, fi) + D, fo) 
(WD, Lt) - 169] =D, fix) - D, sta) 


DEMONSTRAÇÃO 
UV) Aplicando a е] a deisigo de derivada, temos 


реке im “He eli) 


елы 


«e fim ft 


E 


в) 


— 


(9) Aplicando а fla) s) a definição da d 


DM) + py cant DL + #N 


eta [Eu ИЕ 
BA. h 


efe, 


rum 
tim e 


= D, fé) D, gf) 
Podemos provar (vi) e maneira análoga ou eno escrever 


fh - st) = д) « Ct 


e aplicar (v) e (9) 


10 Cleo com Geometria doca Свз 


Viilizndo o operador diferencial did em lugar de D, as 
egras do Teorema (3.18) tomam as seguintes formas: 


Lent Enteb) =m 
E 4 4 
del 01-с лә 
а ЛИ 
d UG e Esto Leto 
As partes (9) (vi) do Teorema (3.18) podem ser enuncia 
des como sequo: 
U} А derivada de uma soma ё a soma das derivadas, 


(WD A deriva de uma diferença £ a diferença das derivadas, 


Estes resultados podem ser estendidos а somas ou difere 
¡as de um número arbitrário de funções. Como um polinômio é 
uma soma de termos da forma cx”, onde c € um nomero real € 
п Eum inteiro não negativo, podemos utilizar resultados sobre 
omas diferenças para obter a derivada, conforme ilustrado по 
exemplo seguinte 


EXEMPLO 1 
Se fi) a Di- S px? dx +1, determine f). 
SOLUÇÃO 
PÒD, Q- Sé - aei) 
~D, (8) D (Se) + D, (9) - D, (4) +D, (1) 
TN 
EXEMPLO 2 
Determine a equação da tangente ao gráfico de 


A 


SOLUÇÃO 


Expressamos primeiro y em termos de expoentes racionaise, em 
seguida, calculamos dy / de 


Regra do produto (3.19) 


TS 
„5,2 


Par achar o est 

amos dye en x = 1: 
42 

2L ps 


ve angular da tngerte em P(1,2), caleu- 


Utiizando n forma ponto coeficiente angular, podemos 
escrever a equação da tangente como 


y 16, ou Gey =4 


As formulas para derivadas de produtos e quocientes são 
mais complicadas do que as fórmulas para somas e diferenças. 
Еп particular, a derivada de um produto não £ gual зо produto 
das derivadas Mustremodo com о produto x? х5. 
DD (0) «7 
D (FD, (x)= (21) (ме) = 1 
Logo ASAS] 
A derivada de qualquer produto f(s) gt) ode expresarse 
em ternos das derivadas de (a) e glt) conforme a regra abaixo. 


D, fist) 090, 6) + кї), FO 


DEMONSTRAÇÃO 
sa lt ti de mens 
данга паа 


Para mudar a forma do quociente, de modo que о limite possa 
ses calculado, subtrafimos e adicionenos ao numerador a expres 


о er. Assim 


do cm Gromeria Alca Cop 3 


pm ft Dite Jt eM fe 


-im pe» ENTAS م‎ gp fe 


co, q 
ns брака Te Dem АЫ 


=), pois x é fo эме processo de lime Fialmint, 


aplicando a definição da derivada а f(x) ¢ g(x), obtemos 
D, y= fi) 5) + шд) ftv). 

А regra do produto pode ser enunciada como segue: А 

derivada de um prodo é igual ao prmeir fatar vezes a derivada 


do segundo fator, mais o segundo fator vezes a derivada do 
primeira, 


EXEMPLO з 
Sey Gh 108 + Be 5) dtemine Ny. 


soLução 
Utilizando a regra do Produto (3.19), temos 
D,y= (PHI)D, (a ets) (2P + Br- SD, G1) 
76) ae 8) Qe + e sao?) 
(e eh? ete) e (it 210 154) 
Ihi 4320 - 158 + +8 
EXEMPLO 4 
Se fla) «x! -3x +2), determi 
® oro 


(b) а coordenadas des pontos cm que a gente de f é 
horizontal ou vertical. 


soLução 
(a), Pea rega do produto (319) 
fé) ei D -aD e (oi 21D, (010) 
a) 
A ma) 
E 


8-342 
Um 


Ф) Atamgente за gráfico de f é horizontal se seu coeficiente 
angular é zem, Fazendo f'(x) = O e aplicando а fórmula 
quadrática, obtemos 


МИТИ Xe. vir 


Vemos que o denominador 3х?/? de f(r) € aero em 
3-0, Como f é contia em O e lim |f) |= 0, segue-se di 


Definição (19) que o gráfico de f tem uma tangente vertical em 
4 =0, isto & no ponto (0,0) a origem). 


Obterenos а seguir uma Emula para a derivada de 

` um quociene, Note que a deriveda de um quociente nao é 
‘gual ао quociente das derivadas. Mosramos este ato com o 
quociente tes 


DT 2e 
= 
в D. (5) "D 
A desivada de qualquer quociente До)! 60) pode espres- 
aras em termos das derivadas de f(x) e g(r) de acordi com a 


seguinte regra: 


Regra do Quociente (3.20) 


Geometria Ана Сар 1 


DEMONSTRAÇÃO 
Seja y = f(x) / ax). Pela definição de derivada, 
fein д9 
Dy- im 520-80) 
tm HO) fc) 
hix e hga) 


Sublraindo e sumando g(r)f(x) ao mmerador do último. 
quociente, obtemos 


Regra Recíproca (3.21) 


RESI 
+5 


Fazendo f(x) = 1 na regra do quociente (3.20) então, cono. 
DA(1)=0, obtemos а seguinte regra recíproca: 


E] 


=) шар 


Dye tim Heer) iJ) Да) - fügt eh IUSTRAGRO 
ee [m D 1 
52.90. 
ft == fale =| rà 
¿PER ena 


|ы] y pest] 


na gle +) 
“Tomando o limite do numerador e до denominador, obtemos a 
regra do quociente, 


А regra do quociente pode ser enunciada como segue: A 
derivada de um quoxiente é igual o denominador multiplicado 
pela derivada do numerador, menos o numerador multiplicado, 
pela derivada do denominador, udo dividido pels quadrado do 


Ps 
menetos 
AER 
Po YU aes 
sotução 


Pela regra do quociente (320), 


PROIDENT 
de css) 


[EI 


(оао A? Ir- 5)- Qa? - BP + 160) 
б бу 


1 SN 

PST" RET NR 
“As fórmulas de diferenciação em (3.18) estão enunciadas 

em termos dos valores funcionais f(x) e g(x). Se quisermos 


formular tas regras sem referência à variável x, podemos 


ree. Ие e О 


Utilizando esta notação para as regras do produto e do quo- 
ciente е ao mesmo tempo comutasdo alguns dos fitores que 
aparecem еп (3.19) e (8.20) obtemos 


uere eje e [LJ Cese 


Pode ser útil memorizar estas fórmulas. Para obter а regra do 
quociente, basta tocar o sinal + pelo sinal — na fórmula de 
(fg), e dividir por p. 


Concliiremos est seção com uma aplicação que utiliza a 
тта do quociente. 
EXEMPLO û 


A Figura 3.19 exe опа lene convexa de distância foc J. Se 
ип objeto сий à distância p а lenie, endo а distância qd erte 
à imagem ei relacionada сэт pe f ela equação da lone 
i Yu 
Toa 


Se, para uma сена et, J = 2 em e pr está aumentando, dice 


Mi Citeste com Grimes Амана Cap 3 


n 
(3) uma отти per para a taxa de variação de q em regio a p. 
O) atum de 


adio de q em relação a p se p= 22 em. 
soiução 


(a) Por (377), n taxa de variação de q em reação ар é dada 
pela derivada D q. Se f =2, então à equação da lene dá 


Log 


“Aplicando a regra do quociente (com =p) temo 


А 20,08) 0p) D, (p -3 


рар 


UE 
, бу) Fazendo р = 22 na firm lia na parte (а), obtemos 
" f 4 A 
Nr 
Asin, se p 2 emci dina d imagen q está decrescendo 
А isa de dg em por conse de ração em p. 
EXERCÍCIOS 3.3 
Freres 140 сы в i) dte fie) 
1 д-во m— 
=з! 


10 i) «PP - ze) 
1 Part r42) 
ПЕЕ) 


idos envase 
dio 2 akut 


foisse. Ver 13g) - (88 50а +4) 
casis M o) (es 2902428) 
NS 


Cop 3 Абама 147 


O 


m 
mme o mated 
DE On зо т) = (mt 


OS 
9 


2 = (w+ 
MS nes? 


мзй-1 Era 
SM- SMTi 


EES 
"T 


EL 


ange 


neres, 41-44: Rescva a equação D, y= 0- 
ayewa СУ os 


4 poste Mel 


Freres 454%: Resolva aequação DE «0. 
re 
46 y 6050300 e 


seres 47:50: Сысы dy de à) utilizando a 
тера do quocente, (b) a regra do produo e (c) 
simplificando slgsbricumene к aplicando (118). 


e 
Exercícios 51-52: Calcule ауа? 
mm 


TÉrercídos 5354: Determine а equação d 
so gráfico de f em P. 


ms 

rastî: 

ж Determine as cxodeads de 9 
do gráfico de p= 2428-4745 em que a 
prn 


orienta, I) paralela û reta 1y + fr 


$6 Determine o ponto P do gráfico деу «x em que 
a tangente tem teciio-c. 


57 Ache os pontosdo ico dey =з?! Зав 
“que эшеме é paralela à ica yx 


за Ache os ponies de gráfico de ب اکر‎ 0 
cm que а tagen é perpendicular à rca 
pon 


Ела. 59480: Eiboce gg da equação e de 
termine as tangens veias. 


C A 


61 Un balio meteorológico solto e sobe vertical 
meme de modo que за dista (do solo. 
arandos 10 primeiros segundo de vão é duda 
gor 0) 6821 та qua 3) € condo em 
metros et em segundos. Determine a velle 
do balão quando 


(eire edel 


(0) no insta em que o ali енй а 50 motos 
po 


/62 Una bola desce um plano clio de modo 
a дива (an) que ea esco em | egos 


on Ama Cap 3 


Мота лаза para Uer 43 
ja ra) 


o) Bete а velocidade da bola em 1= 2. 


wn 


а 4-64 ão pe a equação de tna cuv cis 
* ин gcn paa constantes positivas a e b, 
de prometi айса para mals 


lira ненне o coeficiente angular da tan. 


өөп) 


Detomine as equações das retas por 
tá da equação 


GRAIN y4 


YA dent 149 


Елш. 67.70: Se fe g são (ша tis que 
fQ)- 3.0) - -1, 2) 2-5 eg'2) =2, calcule a 
poe 


Teseritóri durante od 


gio 


n (ш) Se Д) = - 2662, aproxime (1) vii 
zando o Exercicio 3) da Seção 32 com 
т) 


(0) Graf: no mesmo sistema de eixos: 


у= fe secante por (1, JUDE, 1, f(1, 
1) ea secante por (89, f(0, 9) (1, 1), 


(e) Determine f (1)e explique por que o ceti- 
lene angular de 1 constitu! melhor api 
mação de [ (1) do que о codiciene anglar 
deh- 


CEO wa uuo ISA еки 
OWD өз quo vag do tempo 4 1 te de Kam pam a 
Sen mana E 
owa шл Vane бизе? 
9 eGI-s eren 72 Joga ата реда em ита piscina, ocasionando 
cé eae nda сно coches Se, ps rn 
ay do, o тию de una das ondas € Mem ee 
ema (иа cede amo dt A 
WO- O Gp) Turin pt oii 
ie (hel Quen Quee 
ewm [ә e REE E 


TA Sc f geh so diferendiivelk use à rega do 
produto para provar que 


эй 
le 9) fele o feto 
Como мош, faça f = g = Apara provar que 
TON 


72 Estena o Exec 71 à derivada de sm prt 
de qua funções ¢ esetleça ama ma para 
Dera 

Eres. 7576: Use o Exerci pra achar 

тз у= (br IN аат) 

W ye Qe - 102 + вура? 106e 7) 

TE y Q9- Seen 

Е) 

TE Ао sellado um bl sé, seu raio (em 
em) após £ minutos € dido por гез Vr para 
Det s10. Ache xa de varão ela s 
aquando сЕ 
Wto aior 
(o volume V do balão 
(9 a ada superficie S do blo 


(o) Se Л) a713 +1, aproxime f 0) usando o 
Бар NO 
б) Grat no mesmo sistema de coordenadas: 
= Jl), a secante por (O, f(O) e (0,1, ЈОШ) 
pu =c, озер £ preso, o volame ec uma Ea cante por C01, KID e (0, JOD). 
Werl ja 2a сщ de magia pan 6 Por quero coc amparos ds 
volume € de 60 ca! em £c 0 cats em (5) ão conste uma ape. 
а ma qual o volume vais em mação de (OP 
——— 


ques а temperatura permanece costante então 


ЗА DERIVADAS DE FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


Para obter fórmulas para derivadas de funções trigonométricas, 
€ neressio primeiro provar vários resultados sobre limites 
Sempre que nas referirmos a limites de expressões trigonomé- 
tras envolvendo sen 0, cos £, tg x etc., suporanas que cada 
variável representa a medida de um ángulo em radianos ou um 
número rel. 


Denolemos por 0 um ângulo па posição padrão em um 
sistema de coordenadas retangulares e consideremos o círculo. 
unitário Una Figura 320. De acordo com 
seno e coseno, as coordenadas do ponto indicado Р são (cos 
0, sen 0), Parete que se 0—0, então sen Û — Û ¢ cos 0-2 1 
Isto sugere o seguinte teorema 


180 Ciao com Севана Ani Cap 3 


Teorema (3.22) 


(ss t sen 8) 


4 


Figura a10 


DEMONSTRAÇÃO 
(D Mostemos princio que im stn 0. Se 00 <л/2, 
então, referindo-nos à Figura 320, vemos que 
0<МР< АР, 


onde МР den o omprimeno do segmento de reta que 
ne M a Ре АР denota o comprimento do arco do círculo 
emm A P Pela dect da medida em radians бе ша 
Angulo бей а Seção 13) AP, e aim э desigualdade 
precedent: pode ser escrita 

Ono <o 


Cono tim 0 = Û e lin 0 =0, segue-se do Teorema (215) 


Para completar а prova de (), basta mostrar que 
lim sen 8 -0.$е-я/2< 8<0буешо9< -0< 1/2 edat pela 
primeira parte da prova 

0< sen(-0)« -8 


Utilizando a identidade trigonométrics sen (-0) = — sep O 
e multiplicando por -1, vem. 


0< senüe 0 


Cui Adres 154 i 


Camo lim 0-0 e km 0-0, segue-se do Teorema (215) | 

que lim sen 0= 0. 

@) Como зи? Ө «cos! = 1, obtemos cos O Тат. 1 
Se -n/2c 0< л/2, então cord è positivo c 1 
cos 0 = VI IB. Comeqientemente, 


Na Seção2.1 utilizamos uma calculadora e um gráfico para | 
esimar о limite do próximo teorema. Daremos agora uma 
demonstração рова. 


DEMONSTRAÇÃO 


Se0< @< 2/2, temos а situação ilustrada na Figura 3.21, 
onde U é um circulo unio. Note que 


MPesnÜ ¢ AQ-ig0 


Figura 221 


Pela Figura, vemos que 
área do AOP < йез de setur AOP < área do A AOO 
Da geometria peb Teorema (115) 

área d0 AOP - bh = UM) =} ел, 


Po-taro-to, 
же, do A AOQ - 1h- INAO) = Figo 

Logos s desigualdade precedente pude escreve-se 
РОТИ 


Utilizando а identidade ig O = (sen 0)/ (cs 0) e dividindo 
por sen O chegamos à seguintes desigualdades equivalentes: 


A última desigualdade também € verdadeira se -x /2< 0< û, 
роз, neste caso, temos Û < - 0 < д? e dl 


see E y 


Usando as identidades cos(-6) = cos е sen (-0) = -sen б, ob- 


EN 
сава 01 


Como lim cos 0= 1 e fim 1=1, o enunciado do teorema de- 


cone do Teorema (2.15) 


Utilizaremos tambén o seguinte resultado: 


Trorema (3.28) 


DEMONSTRAÇÃO 


Fazendo 0 = 0 na expressão (1 - cos 0) / Û, obtemos 0/0. Logò, 
devemos modificar a forma do quociente. Recordando, da 
trigonometria, que 1 - os? Ө = sen? 0, muhiplicamos o numera. 
dore o denominador da expressão por 1 соз бе simplificamos 
então como герм: 


A LT PETES | 
“sto 


Derivada das funções 
trigonométricas (3.25) 


Сак? Ашаны т 


cos 1-emO зано 
° [NET 
Aero 


(1 + cos 0) 


вайо “жаб seno 
Т1 +0090)" 0 "некӣ 


Consegientement, 


dim Les! 


ED 
"(ete 
Д 
d) 


torera seguinte no quil x denota um número real ot a medida 
em тайата de wn ángulo. 


pom 
уенга 


Dye tsei 77 D cere ciere 


DEMONSTRAÇÃO 


ndo a Definição (3.5) com f(x) = sen xe usando а fórmula 
de adição para a função seno, obtemos 


Dina jim t 


E [e e 


Pelos Teoremas (3.24) e (323) 


ШЕ? 


без de заа доре (520 - | 90-1; 
же do A00 3s MIAD) = figo 


Logo, s desigualdade procedente pude escreve-se 


dente |04 ligo. 


Utilizando a identidade tg Ө - (sen 0) / (cus 0) e dividindo 
por $ sen Ө chegamos às seguintes desigualdades equivalentes: 


А última desigualdade também € verdadera se x /2< 0< 0, 
Deis, neste caso, temos Û < — 0 < д? e dl 


to) E y 
Usando ns identidades o) co é sen (-0) sn û ob 


mo, 
cabe "e 1, 


Como lim cos «1 e fim 1 =1, o enunciudo do teorema de- 
ore do Teorema (2,13). 


Utilizaremos também o segue resulta 


Teorema (32) 


moliplicimos o mumera- 
dore o denominador da expressão por 1 + соз бе simplificamos 
então como segue: 


Derivada das funções 
trigonométricas (3.25) 


Cap Айыы ну 


cos i-emO 140 
° 9 reno 
1-0020 


(1 + cos 


eO senÜ sen 


lecsüj" 0 


Consegõentements, 


[тт 


Podemos agora estabelecer ак fórmulas constantes do 
teorema seguinte no qual x denota um número real ou a medida 
em radianos de ит ángulo, 


pou 
DE 
D, esc x= serem 


pnm 


DEMONSTRAÇÃO 


Aplicando а Definição (3.5) com fi) = sen xe usando а бита 
& adição para а função seno, obtemos 


пунк», a 
sex os i 


dim 


dis SE Gon hi1) coss мак 
һ 


E [f 


Pelos Teoremas (3.24) e (323) 


pref 


134 Colo cem Gomera Analtca 


| 


Cop 3 A derivada 155 


cento 
D sen x = (sen (0) + (сов x)(1) = cosx 
Mostramos que а derivada da função seno 6 à função 


coseno, De maneira análoga podemos obter з derivada da 
função co-seno: 


~ im Elo ens ал 


какы! 


= (оов) - (sen x)(1} = sen x: 


Assim, а derivada da função co-seno é o negativo da função 


,, Para achar a derivada da função tangente, patimos da. 
identidade fundamental tg x = sen x / сов x e aplicamos а regra 
do quociente como segue: 


Para a função secante, escrevemos primeiro 
secam 1 /cos xe aplicamos а regra recíproca (321): 


mx osx 
, tosg" cosx cosx 


“As demonstrações das fórmulas para D, colx e D, cse x 
ficam como exercício, 


Polemos utilizar (3.25) para obter indicações sobre а 
continuidade das faces trigonométricas. Por exemplo, como 
as funções seno e coseno são diferenciáveis para todo nimero 
тей, segue-sedo Tema (3.11) queessas funções são contínuas 
em iodo R. Quanto à tangente, é continua nos intervalos abertos 
(x2, 1/2) (1/2, Зя 2) de, pois é diferencióne em cada 
ponto desses intervalos. 


EXEMPLO 1 


Tema 


Determine y se y = 


soLução 
Pela regra do quociente e por (325, 


(Lt cosa), sena) = (sen 4D, (1 + cosx) 
[I 


ОСИЕТИ 
ъа 


cosa + costa seta 


“O resp 


EN 
"Troe" 


ті 


a solução do Exemplo 1 utilizamos a identidade fund 
mental cos x? + sen? x = 1, Esta e outras identidades 
саа são usadas frequentemente para simplificar proble 
envolvem derivadas de funções trigonométricas 


EXEMPLO2 
Determine go) e gn) enc tg 
soLução 

Feta regra do produto e por (325), 


*f£*4444242424222222224-—— 


af) Gee UD, tga) + (MD, seco) О» coeficientes angulares nos pontos indicados constam da 
inte tabela. 

ene nets) (воке ша) мые 

sees ect 


= seex (see cha) 


a ° 


A expressão g'(x) pode ser escrita de várias outras manciras. Por 


Уен 1 
exemplo, сото 


serm hee, ou tae, @) A Figura 322 exbe a parte do gráfico de у= senx e das 
tangentes referidas na parte (a) 
podemos escrever 


mi 
E) колца) ou gs) secx ete 1) 


EXEMPLO 3 
Detemino dy/40 «e y-sec 0 cot 0. 

soLução 

Това aplicar а regra do produt como no Templo 2; 


entretanto, É mais simples modificar primeiro a forma de y 
utilizando identidades fundamentais como segue: 


p 


1 
xen өлө+ do 
> n] 


(6) Uma tangente é horizontal se seu coeficiente angular € zero. 
Como o coeficiente angular da tangente no ponto (х,у) é 
y devemos resolver a equação 


y= bo é cosx=0 
Assim, a tangente é horizontal se x = ex /2,х = 3x12, 


e, de modo geral, sex = (x /2) + яп, para qualquer ineo 
тышо. 


Aplicando (325) vem 


dea 
574p 50050 оно 


ES e Ре n 
EXENPLO 4 
() Determine o cocticiene angular das tangentes so gráfico 


de y = sen x as pontos de coordenadas 0, x3, 2, 22/3 


Tangente 


Se $ É diferencitvel, então a reta normal em um ponto 
Ka, Ka) do gráfico de f é» reta por P papendicula à 

23, Se f (à) e, епо, 
а omma E (И), Se 
Г) - 0, então a tangente é horizontal e, nesse caso, a normal 
é vertical e tem por equação x - 


0 Esboce os gráfico de y= sena edis tangentes da parte (а). 


(© Para quais valores de xa tangente é horizontal? 
SOLUÇÃO 


fa) O coeficiente angular da tangente so porto (x, y) do gráfico. 
dh equação у = sen x é dado pela derivada de y'= cos x. 


Rea Normal 


158 Calculo com meva Arlo Cap 3 


EXEMPLO 5 


Determine a equação da normal do gráfico de у tgx no ponto 
Pe L4) ilustre graficamente, 


sotução 

Cono y «ses o coeficient angular dn gene em Pé 
mese? (х!4) (VR 2 

e simo coeficiente aguarda oneal é -1/m 1/2. 


Exercicios 34 


Cap 3 A derine 189 


Ох f - mix, pres que e cos а 
vencido, o райдо se repetir, мо é, 


Тен 19) = ena 


IO) =н f sen 


Empregando а forma ponto-coeficiente angular, podemos 
escrever a equação da normal como 


E 


замеси 


le. 
id gegen 110) 


eres. 1-28: Call а alada. 


5M) error 


seres 29:30: Determine as equações di tangente 
é da eta normal 2o fico de f em (7, f(x]. 
29 fü) ose M [у= зек жох. 


Exeres 31-3: Vemos а seguir o gráfico da Писао 
d com dominio rstrit. Determine в ponios em que 
A tangente € horizoniat. 


amnes 
алах 


6 gi) een 


[ro 


É знана Darat 
Agr do gifiodey s pn 28/26 912 T — 
жашик 1 А) ханз э 
= ж 1 Л) = secx- gr 
Quando estudamos as séries de Tao no Copio 1, аач 
teremos de calcular derivadas de diverses ordens das fung e = 
No prénimo templo vemte qu, an halo seno, 
deitas ato cc dc ser 
LUI 
EXEMPLO 6 
Ае as ойо primeiras derivadas de f(n) = sen x. E уа) сздн Garade 
Amr Aiai 
soLução es Е a , 
“Aplicando (3.25) a feira numa 
Tocat ss ЕЕ MH dent же 4 iu 
"(x) =D, cosx = -sen x F 
9-р [orm 
"IB Tta] ec by e 26 seje to) eset) 
4*0 =D, Corsa) = - D, (coss) = - (n x) sen 


B 0) 


атн) = em p+ cse $ sen) 


isser 
read 


Drm 


al (M) Escreva à equação ch tangente 10 
Hsc [em P. du 


Desen? la) as cooresadasar de todos ов pontos do 


rico em que a tagente é perpendicular à 
fth 


1 
| vue 
) ® a equação da tangente do gráfico no ponto 


em que ese cor o sio. 


E39 Faga c gráfico fo) = |sen? x созу sen (Jn 
o intervalo [0,5] e estme onde f não é dife- 
eb esi ie E хаса. 


840 Faça o gráfico de fla) = ELIO 


ЕЕ: 
[zr 
valo [0,4] e estime аз coordenadas dos pontos 
tm qué a tangente € horizontal 
Estres 41-42: Um ponto Р em movimento sobre 
Y uma eta coordenada ftem a posição s dada, Quando. 
É que sua velocidade é igual a O? 


Ald)enlcsp 400) =1-VTsent 


aereo. 43-44; Um ponto P(x,y) se move da es- 
questa para а deta ao longo do gráfico da equação. 
Quando € que a tav de variação de y em relação a 
x € igual ao número dado a? 

— EI 

“ 


Zr 


Im ass 


n * gF в) Ache w quaro pimelas derivados de 
1 à 8 is 
Ade үчү). 


46 Calcule f) se f) ent 
эт Calcule Dj y se уе ща 


Че f em que а tangente € 


аск e jos 
—— 
ШШ Pic 2, fic 2) NUN 

d a 49 D,cotx 


lic em que a бодоно € paralela à ria 
ve VOS, 


com condenada уб. 


Me y 


las de todos os pontas do 
S1 D sena = eos 


(Superior sen 2x 2 жал cosa) 


tação do tangente то prífico по porto 


$2 D ense = -2sende 


14 esa detemine (Sugesto: cos 2к= 1-2 senî) 


3.5 INCREMENTOS E DIFERENCIAIS 55 


Sc Ca 3 А dentada 167 


«Nesta seção inroduzimos notação e terminología adicionais que 
Serão usadas em problemas envolvendo dierenciação. A nova 

notação permitirá encararmos dy como um quociente cm lugar 
de apenas um simbolo para a derivada de y em relação a x, 
Utlizi-la-cmos também para esiimar variações ce quantidades, 

Seja nequação у = f(x), ondo f uma função. Sca vaciável 
x tem um valor inicial хе e toma em seguida um valor xj, à 
diferença x, —x, 6 chamada incremento de x. No cálculo é 
adicional denotar um incremento de x pelo símbolo Ar 
(delta x). Assim 

М Arx ox, 
O incremento correspondente de y = Дх), denotado por Ay, é 
Ау fax) - fis) 
Comox, = к, + Ак, podemos também escrever 
Ayo fex +40) - fx) ` 

O gráfico da Figura 325 ilustra um ciso em que: 
incrementos são positivos; todavia, Ax pode ser posi 
negativo, e Ay pode posi 


Nas aplicações Ax е Ay sio em geral muito pequenos 
numericamente, 


ev 1 6)» 
E 


Figura 325 


w o valor inicial xy da variável indepen 
dente a definição de Ay toma a seguinte forma, 


162 Caldo com Geomeria Analia 


Delinição (326) 


Definição incremental 
de derivada (3.27) 


Definição (3.28) 


j^ ffa) е Ar шй incremento de 2: O Incremento © 


чтүү 


КЕЛГИС 


A notação de incremento pode ser usada na definição da 
derivada de uma função, bastando substituir А por Ах em (3,5); 


Porta in LEIOA s t 


3 ШЕН AN ae 


Se f é diferencifvel, então, conforme ilustrado na Figura 
326, Ay/Ax é о coeficiente angular mpg da secante por Pe Q, e 
quando Ак tende para zero, Ay/Ax tende para o coeficiente 
angular f'(a) da tangente em Р, iso é, 


te 
Em Fo) se Ava) 


" 
d 


Н pm E 
LI 


мо nos di a seguinte fórmula de aproximação para Ay: 
Af'= PO) Ax se тео 


Daremos a /(х) dx um nome especial em 
m ad especi 


@ À diferencial dy da variável independente d x 
ps ыл de А, БАЗ E 
É 6). A diterenla d da vida dependente y € 
[eba PU dy UAE SG) dem (D, y) 


Fórmula de Aproximação 
para ay (329) 


Derivada como quociente 
де diforencials (3.30) 


Cap 3 A dertado 169 


Em (328) vemos que, para a variivel independente x, 
não há diferença etre o incremento Ax e а diferencial de dx. 
“Todavia, para а verve dependente y em (i), о valor de dy 
depende tanto de x como de d. 


А discussão que precédeu a Definição (3.28) nos dá a 
seguinte fórmula: 


Pela абақ (328), dy Gode. Dividindo por de 
ambos os membro desin equação, obtemos o seguinte, que 
Julia notação de quociente dy 


É importante reconhecer a distinção gráfica ente dy Ay. 
Se € a tangente no ponio a y) do gráfico dey = fa) endo, 
prr (330,0 quociente нк € coeficiente angular de 7. Logo, 
informe trado na Figura 327 (om Ax > 0), у silica 
шо а tangente cm P sole ou desce quindo a variável 
iadepsadente чый & pam кд, ш amisi cum a 
quantidade Ау que o gráfico sobe (ou dec). 


Fórmula de aproximação 
linear (331) 


+ Reescrevendo а бада em (326) como 
fice) = [делу 
é usando Ay = dy, obtemos a seguinte fómmula. 
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A fórmula em (131) € chamada aproximação linear 
paraf(x-& Ах) porque, conforme ilustrado na Figura 3.27, pode- 
mos aproximar o valor funcional f(x + Ax) utilizando o ponto 
(c+ Ar, y+d)) da tangente, em lugar de usar o ponto 
ct Ax, у + Ау) do gráfico de f. Assim, para pontos próximos 
de (x,y), podemos aproximar o gráfico de f por meio da 
tangente 


EXEMPLO 1 
Seja у = 3 - 5 € seja Ax um incremento de x, 
@) Estabeleça тз gerais para Ay e dy. 
(0) Se x varia de 2 para 21, determine cs valores de Ay e 
ra 
SOLUÇÃO 
(0) Sey= Дд) -з -5, eno, pela Definição (3.26), 
Ay- fles Ax) - ft) 
= Bl+ A? os] - (2-5) 
632449) (Aa) -5] - (3-5) 
= 3+ NTO + 3(4)? 5-335 
= GA) SA 
Para achar dy, utilizamos a Definição (3.28) 
dy» Года Gr de 


(0) Queremos determinar Ay e dyse x «2 e Ах = 0,1. Fazendo 
a substituição па fórmula de Ay em (a), obtemos 


y= 60)0,0) + элу = 125 


Assim, y varia de 1,23 quando x varia de 2 а 21. 
Poderiamos também achar Ay diretamente como segue: 


M= N-S) = 
= BOI =5] - 042-5] = 123 


Analogamente, usando a fórmula dy = бе, com 
1 = 2e de= Ас 0], obtemos 


dy» (900,1) = 12, 


A aproximação 1,2 ê cometa а menos de um décimo. 
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EXEMPLO 2 
Scy =e Axé um incremento de x, determine 
ор Ы а 
(9 Ay-dy (D o valor de Ay- dysex- 1e Ax = 0,02 
SOLUÇÃO 
(a) Aplicando (326) com fix) =x? obtemos 
A= Jie + 20-e) 
Gra 
= 33 (Ax) + (Ах) + (Ax -a 
+з) + IM + (А 


@) Pela раш (32876, 
®- f) de - 3 de =з) 

(e) Pelas partes (a) e Б), 

Ay dy» Ва) + ANP Ax] = (AD 

ыа (ау 

(A) Fazendo x= 1 e Аз 0,02 па parte (c), obtemos 

Ay = dy = KIKO + (002) -одо! 
Isto mostra que se dy é usado para aproximar Ay quando 


x varia de 1 para 1,02, então o erro causado é aproximad 
0,001, 


Se у = f(x), então por (3.29), dy pode ser usado como 
aproximação da variação exata Ay da variável dependente, 
correspondente a uma pequena variação Ax na variável x. Esta 
observação é útil em aplicações onde se deseja apenas uma 
estimativa da variação de y. 


EXEMPLO 3 


(a) Use diferenciais para aproximar a variação de sen 0 quando 
O varia de 60" para б! 


(Ы Determine uma aproximação linear de sen 61%. 
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solução ^ 
[Uo 
dy- f) di = сква 
Quando vallzamos derivadas cu diferenciais de funções. 


trigonométricas de ângulos, devemos empre 
radianos For isso, fazemos. 


en 


(6) Empregardo a fórmula (31) de aproximação lincar com 
x= 0ey «sen Û, temos 


»nso 


sen (0 A0) - sen 0+ dy 


Fazendo = GIT, M 1º, e dy = 00087 (veja а pre), 
emos 


sen GI «sen G0 dy 
У 
EE 


08660 + 0,087 = 0,8747 


Utilizando uma calculadora, obtemos sen 61" = 0,8746, 
com 4 decimais Logo, o erro decorrente do emprego de apro- 
ximação linear é da ordem de 0,0001. 


Pode-se perguntar: Por que utilizar diferenciais no Exemplo 
3 quando uma calculadora é mais eficiente e dá resultados mais 
precisos? A resposta € que nosso objetivo era o de demonstrar 
O uso de diferenciais em um problema elementar. Achar o valor 
numérico de sen 61" é secundário. Fregientemente agimos assim. 
em matemática para ilustrar novos conceitos. Além disso, 
devemos ter cm mente que há certos tipos de problema em que 
a6 diferenciais são mais eficientes do que as calculadoras, 


O próximo exemplo ilustra o uso de diferenciais na esti 
mativa de esros que podem ocorrer em razão de aproximação d 
medidas, Conforme indicado na solução, é importante conside 
rar primeiro fórmulas geral que envolvem as varidveisem jogo. 
As variáveis não devem ser substituídas por valores específicos 
Senio mos estágios finis da solução. 
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EXEMPLO 4 


Mede-se como 12 em o raio de um balo esférico, com erro 
máximo de = 0,06 cm. Aproxime o erro máximo no c 
volume da esfera. 


SOLUÇÃO 


Começamos considerando as fórmulas geris que envolvem raio 
e volume, Assim, chamando, 


ге valor medido do nio. 
e dl = Av = esto máximo em x 


e supondo Ax positivo, temos 


x- Aws mio exato axt As 


Se Ax é negao. podemos usar | Ar em ugar de A. A Fira 
32 ilustra seotrnsersad bill, indicando o erro possivel 
Ax. Se o volume Y do ао 4 calculo com aux do valor 
medidos, endo V x2. 


Seja AV а variação de Y conesposdente a Ar. Podemos 
interpretar AV como o erro no cálculo do volume ocasionado 
pelo erro Ax. Aproximamos AV per meio de dV como segue: 


AV dV = (D Ys = anê de 


Finalmente, utibuimos valores específicos а xe ds, Se x = 12 e 
se Ax = de ce 0,06 cm, ento 
dV А0102) 0,06) = + (34,56) = 100 


“Assim, o erro máximo no cálculo do volume devido ao erro ma 
medida do rsio é aproximadamente а 10) cm. 


А medida do raio no Exemplo 4 acusou 12 cm, 
máscimo de 0,06 em. A razão de 006 para 12 
médio na medida do rio. Assim 


A significação deste número é que o епо na medida do raio é, 
em média, (005 cm por cm. О erro percentual é definido como 
o erro médio muliplicado por 100%. Em nosso caso, 


erro percentual = (+ 0,005) x (100%) = + 0,5% 
Damos а seguir a definição peral destes conceitos. 


Definição (3.32) 


СтЗ A derinde ne 


ebro mé be 
popa E 
^ он = (rro пей] x (100%) * 


Em termos de diferenciais, ве w representa uma mensura- 
São com erro possível de dw, então o ето médio € (de). 
Naturalmente, se dw € uma aproximação do eno em v, em 
oe é uma aprocimação do erro médio, Esas observações 
“são йшшайав no próximo exemplo, 


EXEMPLO 5 
O nio deum balão esférico € 12cm, com епо mima de medida 


e 2 0,06 ст. Aproxime o erro médio е о erro percentual no 
cálculo do valor do volume. 


SOLUÇÃO 

(Ver Figura 328). Seja x a medida do raio do balão е Ar o erro 
máximo em x. Dendemos por Y o volume calculado е por AV 
Seo em Y casado por Ат. Aplicando а Definição (3320 so 
volume V» tm, vem 


A Aude ade 

V7 imo “Er 

No caso pec x «12 edt 0,06, obtemos 
emo médio «6009. „ш; 


Pela Definição (332) 


av. 
emo médio = 


ето percentual = (+ 0015) x (100%) = + 1,59% 


Assim, em média, há um erro de = 0,015 por emo cálculo do 
gp Nit que isto conduz a um ето percent de 2 1,5% 


EXEMPLO 6 


Uma bai é avistada pela tripulação de un navio, que estima. 
зеп comprimento £ em 10 m, com um спо máximo possivel de 
0,6 т. Sabe-se que o peso W (em toneladas métricas) está 
relacionado com L pela Баша W = 0005823 L31 Use 
diferenciais para aprosimar 


(a), о erro m estimativa do peso (a menos de 0,1 ton met); 
(0) os erros médio e percentual. 


SOLUÇÃO 


Denotemos por AL o erro па estimativa deL, e seja AW o erro 
corespondente no cálculo do valor de W. Esses eros podem ser 
aproximados por dl e di, 


(0) Aplicando a Definição (325) temos 
ANY dW = (OSS ABC ae 
“Tomando оз valores Z = 10 = 0,06, obtemos 
AW (0,005823)(3, 180)" 0,06) = + 1,7 tons. métricas 
ФБ) Pela Definicio (320), 


(овлаш, 


do AW. 
emo médio «^ т] 


ыва 
L 


Fazendo dL =£ 0,6 e1 = 10, tenos 


erro médio 


Pela Definição (3320), 


ото percentual = (6019) x (100%) = «19% 


As estimativas da tensão vertical do vento têm grande 
importância para os pilotos de aeronaves durante as decolagens 
саз atemissagefs. Admitindo que a velocidade do vento v a uma 
altura 1 acima do solo é dada por v = (4), onde f € uma fungo 
diferencivel, então а tensão vertical (escalar) do vento € 
definida como dv/dh (taxa instantánea de variação v em relação 
a 4). Como é impossível saber a velocidade do vento v a cada 
altura, a tenso do vento deve ser estimada por mejo de apenas 
umnúmero finito de valores funcionais, Consideremos situação 
ilustrada па Figura 329, onde s10 didas apenas as velocidades 
do vento vo ev, às alturas Ay € hy, respectivamente. Uma esi 
тайуа da tenso do vento à altura А, pode ter dada pea fórmula 
aproximada 
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та qul o expoente Pé determinado pela observação е depende 
de viro (могол, Para ventos fons, costuma-se omar О valor 
pal. 


EXEMPLO 7 

Suponha que à айша de 6 m acima do solo a velocidade do 

emo seja de 45 ah. Com base na discussio precedente (com 

P Jy estime а ensi vertical do vento а 60 т acima do solo. 

sotução 

Com à notação anterior, Ботов 
[er 


Resolvendo (vyv) = (fh)? em relação а v, e substituindo 
valores, obtemos 


Para h, = 60, 


Assim а uma altra de 60 m, а tensão vertical do vento é de 
apronimadazente 0,31 (jm. 


EXERCÍCIOS as 


seres. 1-4: (a) Ecabcles fórmulas gerais para 
Ave dy D) Se, pata os valores dados de a € Arx 
Sila dea para a + Ax, ache ов valores de Aye dy 


їуззё-ш+& шз» 02 


ayat- art, мзш 
ay аз دھع‎ 
vui aso, Aro 


Eseres. 5-10: Determine (a) Ay, ®) dy ¢ 
94 


sy эуез 
Iyam- 2ر‎ 
m Lr 


"eres. 11-18: Ache ums aprosimação linear para 
f) se a varidvel independente varia de a para b. 


ПАС оз, bel 
a- b-396 
„о-о 
HJ“ ее, bend 
їз /6)-2млё+шнө; 030) br 
Méfü)ecetectk más be 


Деев СС 
ШЕ aaa bent 
1 (a) Se fl) = sen (og x 1) fstbeleça uma equi- 

ão (prosa) de eei 2o grifo de 
‚ [em 2, [(,5)) usando o Exercício 51 és 
1 Segto 32 


(M Ari 04) iod ção да 


(9 Uis BI com 28 para nproimnar 04) 

(8) Compare as duas apronimações obidas em 
elo. 

20 бә Se Д) 202 2045, ache эша eq 


cão (pronimada) da tangente o gráfica de 
Fem (Da 104), 


б) Use a equação obida em (a) para aproximar 
1040), 


(9 Use (3,31) com £=04 para aproximar 
КУЛА 


D Compare as duas aproimações (b) ¢ (Ө. 


seres, 21.24: Dootenos рог x um mensuração 
com eno máximo М. Aprox, pot melo de die- 
“encias, о emo mélio e ө eno percentual то val 
calculado da y, 


nee DI 
aro sul, мш 
E 154, Arcada 
Ayasi 528, мю 


25 Se А2 a, determine dA para = 2 е 
pon 


26 Se P^ iP P, determine dP para reb e 
а-о. 


27 Sey =40 e o ero másino percentual em x 6 
15%, obtenha uma aproximação do ero médio 
mirino em y. 


аве red е ө emo médio miximo de 


wê 08, olenba uma aproximação do erro 
mio máxi em £ 


29 Sea = 15 VE eo eo médio máximo tolerivel 
em A deve ser 2 004, deermire о eo médio 
miximo fleri em. 


30 Se 3 = иза? є о em percentual máximo tor 
Wd em $ deve ser 210%, баепайе о erro 
трасата mário toleríel em x 


3 Orio d tampa de um poço cular é estado 
em 40 ап, cam emo máximo de 0,15 em. Co 
ana de diferenclais, estee o erro náximo no 
«cal da ла de um lado da tampa. Aproxime 
or erros média e percentual. 


32 O comprimento do ado de um salo quia 
de Sco, com eno máximo de 40/5 em Par 
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copied c 
Ж т pua Т0 т Qua à 


n i ndo alado com gis. 
hw inn, prin o ament ба 
A alo supe do halo quando o diámetro 
sa e m quin 1L m. 


de mi na til. 
méd осте расста. 


nio tena fo 
calar encimado por um hemis- 
V ems é exame 15 mero. 
Ep cin da base é estima 
Mb, tum ано de 2018 cm «em. 

de il use diferenciais para 


VI A ed que vara e um depôs va formando 
un pl cômica соја altura € sempre igual no 
үм! и. em veto itane, o alo € ат, 
инт, por meo de diferenciais, a ia do 
ris qu cs a acção de Ze то voce 


M Un tuo serie tem os бов iguais com 
Se n Sulo б еше caes ados 

ма e MF pan 3^ use diferenciais para 

чети a variação da бка do til 


D 
ue a fonga É de aragio entre duas particulas de 
matas mı ema é dada pos F- Cima, onde 
© € uma constante e 3 é а Фар entre as 
panos. Se 1-20 em, ше diri para 


aproximar a variação de y que aumente Р em 
10%. 


элй relaciona o comprimento 
T de um pêndulo com seu periodo T; g é uma 
constante gnvitacional. Que variação percentual 
do comprimento corresponde a um aumento de 
30% no período Т? 


ALA corso de aerohs é uma dis causas de 
presi elevada. Verificm-seexpesimentaente 
que, quando o sangue Tui por uma arteriola de 
comprimento fian, n diferenga de pressão entre 
as duas extremidades daatei € inversamente. 
proporcional à quam potência do raio, Seo ai 
de wma апае diminui de 10%, caleuk, por 
meio de diferenciais, a variação percentual na 
diferença de pressão, 


A2 A resta elética e um по é diretamente 
Proporcional ao seu comprimento e inversamente 
proporciona ao quadrado do seu dime. Se 0 
comprimento é fno, quil deve ser a precisão da 
medida do divo (em termo de eo preco 
tual) para manter o ero percentual de fente 
Эш езт 


49 Se umobjeto pesando Wquilosë pasado solongo 
de um plano horizontal por uma força aplicada a 
duma corda amarrada ao objeta e sea conta faz 
um ângulo com a horizontal tão magnitude 
da fora é duda por 


Raan 
onde я € uma constante chamada coeficiente de 
ieção Suponhamos una сара de 20 kg puxada 
зо longo do аміно, e que p = 0,2 Se E varia 
de 45” para 40, use diferencial pin aproximar 
variação na força que deve se aplicada. 


оке 


44 Mosinseos mals adiame, no segundo volume, 
um projê é lançado com velocidade 

үз в tm Angulo a com a hien sua 

altura máxima А e o alcance ño dados por 


muto Dinars 
ж 3 


Suponhamos vo =30m e g= 9/5 m? Se a 
леа de 30º para 300, esime, or meio de 
diferenciais, as зайыбы em Ае К. 


45 Em um ponts citado а 6 da bare de ша post, 
ángulo de elevação do opo do post асша uma. 
medida de б, ст err рома de a15* Use 
diferenciais para aproximar о erm та altura 
callida do poste. 


A6 Um laboratório espacial circunda а terra а uma 
altura de 240 km Quando шп astronauta olha 
para o horizonte, o ордо da figura é de 658º, 
Som wm епо maximo possivel de 05: Use 
diferenciais para sprovimar o erro тө cena do 
raio ша fet pelo sro 


ATA Gunde Pirâmide" de Eglo tem шты base 
“quadrada de 230 m (ей а fius) Para estimar 
alta hdi pirâmide, um obiervacor se coloca 
no porto médio de um do los e оа para O 
véio da pirâmide, О ângulo de elevação obser- 
vado ¢ £ SF. Qual deve sera prisão desta 
medita para que o erro em fique ente] m e 
ar 


4% Quando un foc Jumisoeo percone uma trajet 
ria semicircular, conforme а figura a iurinância 
E ш superficie ё ivosamente proporcional so 
quadrado da distâncias do foco e diretamente 
proponen no сочипо de duplo © аше а 
direção douxolmingso e s normal А superficie. 
Se 0 diminui de 217 para 20º e» é constam, 
aproxime, por meio de diferenciais, o эштен 
percent da ileminicia 


49 A ki de Boyle ama que, ве a temperatura é 
consta а pressão р © о volume v deum gis 
confinado estio relacionados pela fórmula 
pese (e constante om, equivalenemento, 
Prey, com va O. Моше que dp € dv esão 
док pels fórmula pa av = O. 

50 Na eletricidade a ki de Ohm afirma que 
T^ VIR, ойе 1 a corrente (em ampèr), V ¢ a 
força eletemotiz (em volt) e RE a resistência 
(еп окт). Mostre que dre estã relacionados 
pela fórmula ed ТАК - 0. 


SIA drea A de um quadrado de lao s é dada por 
А-0. Se а É житди de Ar, lunes di © 
BA- dà geomaricamente. 

$2 O volume V de um cabo de area з é dado por 


Va. Se s € comentado de As, lustre dV e AY 
A geonetricament. 
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3.6 A REGRA DA CADEIA 


As regras de derivação oidos em seções anteriores Em objetivo 
limitado porque só podem ser usadas para somas, diferenças, 
produtos е quociente que envolvem a", ten x, ов, 1g x ete. Não 
há regra que possa ser aplicada diretamente a expressões como 
sen 2rou Уй +. Nate que 

D, sen 2r cos 


pois, aplicando a identidade sen 2x =2sen x cos x а regra do 
produto, 


D, seu 2e =D, оп) 
=2, (sens cosa) 
apes (D ш) + s, sen) 
= en re) | 
Oen! x cos x) 
ix 
Como essas mariguações sio bastante inbahosas vamos 
procurar um método mal diio pas achar a derivada de 


у = sen 2х, A chave conside em encarar y como uma função 
composta de x, Assim, para funções f € g 


sey = ftu) е ù= a(o, então y= figi). 


desde que g(a) esteja no domíeio de f. A função dada por 
y= fü) é a função composta Fg definida na Seção 12, Note 
e y= sen 2х pode ser expressa desta form porque 

se y=senu e ue senio sen 
Se pudermos achar uma rega geral para diferenciar y = JC), 
onto, como зө paca, podemos aplica a y= en2r ene ' 
verdade, ау = sen go) paa qualquer função diferencial g 


Para ter uma idéia do tipo de regra que advir, voltemos 
às equações 


y= fd, ue gd, e yo [E 


Consideremos is seguintes derivadas: Г 


d 
Baru E 


Lo 


Regra da Cadeia (3:39) 
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É importante notar que fd 6 erva em relação а quando 
Prieto subo função de е que дуй denda em 
lage xs quando y € Cord como una fugio (copos 
To Se Secomideramoro pelo 


dy du 
du de 


e tamos as derivadas cemo qpociates de diferenciais, ero. 
produto sugere а seguinte regra: 

(ҮТҮ 

КШ 
Note que esto regra conduz à derivada cometa de у = sen 2r, 
pois, e screvermos 

sen e 2k 

e aplicamos a regra, obteremos 


dy dy 


de „(сов шу) = 2 cosa = 2 cos 
ema de= (SU) = Icasa 208 2x 


Conquanto não tentamos provado que esta regn é vilida, 
ela torna plaível o próximo teorema, Supomos as varilveis 
escolhidas de tal forma que a função f y seja definida, e que 

ivda em x, ento f tem derivada em g). 


DEMONSTRAÇÃO PARCIAL 


Seja Ax um incremento tal que lano x como x + Ax estejam n 
domínio da função composta, Como y = f(g()) о incremento 
corresponderte de y 6 dado por 


Ay e fürs A) - fata) 
Se a função composta tem derivada em x, então. рог (3.27). 
dy 


dy 


Consideremos em séguida u = g(x) е seja Аи ө incremento 
de u que corresponde a Ax; isto é, 


Au = gie Ae) gta) 


* 


Como 
glee = go) Aut Au 
podemos expressar a fórmila ду = Ух  Ax))- fit) como 
Ay fév) f(D 
Se у= fü) é diferencióvel em n, então, como em (477). 


der А 


Anelogamente, seu = g(x) é di 


renciâvel em x, então 


Feo 
Nesse caso, podemos escrever ` 
ET 
de de, ES-ES 
dg q as im cu ac 


contínua em x. Logo se А — 0, então g(x + Ах) tende para gtx) 
e, portanto, Au = 0. Segue-se que а última fürmula de limite 


ТЕ 


(22) ereto» панно 
que £o que queriamos pera. 


En muitas aplicações de regna da cadeia, u = glx) tem a 
propriedade de qui, эс к = O, então Au “0, c que supusemos 
no inicio do раце о precedente. Se g não satisfaz esta 
propriedade, então odo Inrval abcio contendo x cont um. 
números + Ar, con Ax» 0, tal que Au = Û. Neste caso, nossa 
demonstração não é válida, pois Au aparece em um dsomitador 
Para construir uma demonstração que leve em costa funções 
deste tipo, são necessárias técnicas adicionais. No Apéndice I 
enconimse uma demonsração completada regra da cadeia. 


EXEMPLO 1 


terminar sey = VT eu =з? + 
Determinar sey = VT: 1 


Tunções (3.34) 


ЕД 


soLução 


Fazendo u exl em ye 


и, obtemos 
ye Te pee y 


Não podemos achar did 
reneiação, одай 


izando fórmulas prévias de dile- 
aplicando a regra da cadeia (333), temos 


а (мох 
(фе Jor 
“ento 
de 
a VET 


No Hino, do anda o dá nt 
иша de + 1 Como as potèncias de funções ocorrem com 
fog lo tese sia a pa 
de diferenciação que possa ser aplicada а tais casos, No que 
pe pie pp nora 
"ma Noção disci, e que ao coran eros по denm 
Кениата 


los. Veremos mais а 
para qualquer número real n. 


Scy mdf eu gla), então 


D, Ge mé Du, 


seguira 


veneno, 


D, 80N = nist D, g0) 


DENONSTRAÇÃO 
Pela regra d cel 
бё кар а-и 
ба me-t D а-та) D, e0) 
Note que, se w = sto D, u= Le (334) se reduz a (3:14) 


EXEMPLO 2 
Determina f'(a) se fl) = (r= 4r + 8) 


EM Cic com comer Analitica Cop 3 


Can 3 A deriva Im | 


soLução 


Aplicando а regra da potência (334) com u=»$-4r+8 е 
=7, temos 


ГЮ « D, авв) 
= 04x SD, (E -4r+8) 
aNg -Ax +8) (e-4) 


EXEMPLO 3 


Determinar 4 


1 
a 
soLução 


Escrevendo y= (4? + 6:— Т}? c aplicando a repra da раё 
com и 4 + fe Ten temos 


@ё+вс-ту* 


ets e (at se) 
ЕТС 


EXEMPLO 4 
Determinar f(a) se ДӘ ба. 
soLução 
Escrevendo f(a) = (Sex + 4 emplicando regra da potência 
com t= Sx +4 e nl, obtemos 
A) 


Dias ten 


ү 
сати | 
EXEMPLO 5 
Determinar F (2) se F(a) = (2:  S)Q«- 1) 
SOLUÇÃO 


Aplicando primeiro а regra do produto, em segui 
potência е fatorindo o resultado, obtemos 


regra da 


(e SP D, Qs Ce D aee S] 
реву AQ а) Qn X A) 
= бае SPO- Pr 5) 4 B-D) 
6204 SAI) 49) 


EXEMPLO В 
Determinar y sey = (ax +1Ў VES 
SOLUÇÃO 


Como y = (ax + LIS, temos, 
da potência 


y = Ge Y2- SP + (SIG) 


SEE casae VS 


(are лу лв Q5 
=з s: 


+ 10-89) 
e 1070- 89) 


O próximo esempl é interesante porque ilustra o fto de 
que, apés aplicar a regra da potência a [g(0]”, pode ser necessário 
Alca novamente pan achar gt. 

EXEMPLO 7 

Determinar ГО) зе ft) (1+ VF FO) 


HM Klee om Cant Alca Cop 3 


Teorema (3.38) 


soLução 
Aplicando s egra da potência 
ШЕ VET D, кав) 
= 4 + VEFE) ID, (x) +D, VETE] 
Aplicando novamene a regra da potência, temos 
DVT =D, G6)» 1G 6) p, (2+6) 


1 
aves = erg 


E 


segue 


Da cosu = Carni) рун 


Drcotu teet Daa 


pono 


De eset (escucutu) Dr 


DEMONSTRAÇÃO 
Fazendo y = sen u, então, por (3.25) 


dy 


зон 


Aplicando а regra da cadeia (1.33), obtemos 


dy dede ng 
Dd 
Ao fórmulas restantes podem ser obtidas de maneira anda. 


Note que o Teorema (325) é o caso especial do Teorema 
(035) com u= x. 


EXEMPLO 8 
Se y= cos (SF), determine D,y e Di y 


Cap. 3 A devota 1t 


sowção 


Aplicando a Fórmula para D, cos u do Teorema (135) com 
и=зё temos 


D,y=D,cos (et) 
= [Hen e] D, (Sr) 
= [Hen (5P) (154) 

٠ AS sen (5) 


Para achar Dy, diferenciamos D, у = 1512 sen (Se). 
Usando a regra do produto e o Teorema (335), obtemos. 


Diy=-152D, sen (Se) + sen (S9) D, (186) 

1522 cos (5) D, (52) + [ren (5) C302) 
15e cos (SUS?) -30r sen (5) y 
225,4 cos (S63) - 30x sen (S) 


EXEMPLO 9 
Act [узе f) tg 
solução 


Note primeiro que f(u) = tg? x = (tg 4a. Aplicando а regra do 
proc com и g 4e 


3, temos 
Tis) 36 4x) D, te t= (9 tg? 4) D, 1g de 
Em seguida, pelo Teorema (335), 
D, gx (sec) D, (dn) = (sec? o4) =4 see ас 
Assim f() = (3 tg 4x) Аво tx) «12 tf de sec? 4x 


EXEMPLO 10 
Determinar y se y = sen c 


JB Cedo com Geometria Anda Cap 3 
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soLução б, л, 22, 240, ад. 
Escrevendo у (ent) e aplicando а regra da potência, As duas soluções x = Û ex = 2л nos dizem que as tangentes são 
obtemos. 


mm à 


horizontais nos ponios extremos do intervalo [0, 2x] As solu. 
ões restantes 1/3, e 4/3 são ns ccordemudas- dos pontos Р, 
0 ¢ R mostrados m Figura 330. Usando y = cos 2r 2 cos x, 
Vemos que as tangente horizontais ocorrem nos pontas 

(0,3), (22/3,-1,5) (я, -1), (433-15), (21,3) 
Se quisermos apenas soluções aproximadas, então, a menos de 
tum décimo, омета 


бз), бл; 


Y = fem Ge) D, sen i 


Em seguita, pelo Teorema (2.39, 


$22222223232232223222222*4 


D, sen бк (cos 6s) D, (ба) = (cos 6x6) =6 cos 
Conseqieatemente, 
У $ (sen 6e" (6 cos б) 


Завбк Sen ár 
[TE 


15) 64 


5-1, (42,15), (62131 


xencícios за 


> EXEMPLO 11 
A Figura 330 exibe о gráfico de y= cos 2e 2 cox para sees, 1-6 Use a regra da cadeia para adhar e 15 А) = [17-5 
33521. Determine os pontos em que a tangente horizon 4 * = e-3? 
А O<xs2x Det Pontos em qus a tangente é horizontal, ааа 16 40» (48-30 ae 
As ЖЗ odo i Ein 17 Hs) (60 0P 
| Fo Tiens bci с Ta 18 fis) 052-3» e wee 2) 
rain: ‹ Day = Cen 2) D, (s) + -sen x) 


Ére vT 
VM i-e 
Prax doa 


sende 2sen x 


A tangente é rion quando scu coeficiente арш D, y é 
O, isto é, se 


[o 


nag. ет 
за а-аа аво 


25100-20, ou sen 2e sene= 0 * Brera. 7-6% Calcule a derivada, 


1, Jo-e 
3 = (ois 
Pam 
ПЕРЕ 


ш-р 


Aplicando а fórmula do ângulo duplo веп2х = 2senx cosx, 
temos 


2tn x osx 4 sen = Û 


ou, equivalentemente, senx(2 esx + 1)=0 
Assim, ou 


ТҮТАС 


dae ou cost 1m0; 


Diaen ARCO 

ESOS 

tuo == ' De mes SANs Ree) 
senx=0 ou охе f= (aaa Sse? месна) 


As olga dois equações pira xe 2e são PA РТУТИ 


MM. bul rom Gemma Alca Сар 3 


9 fles e pend M ge) t 


Fu) e e dp 40 Mix) = sec (1/4?) 
ТЕЙ 42 б) «sene (9) 
ийа-м ы © чул 
iia? din 
Uno авдар 
E E 
ШЕЕ 
Pa a 

DEPT 

m 

WMT ақа 
O fü) esent X cos i 


үзөт. 09:08: (a) Determine equações da tangente 

la тити! mo práico da equação em Р. (0) 
done à coondenade Do Erico em que a 

ee € Miro 

Oy тз I 


maet s nian 


тз» 


My HS PU) 
LI 
ran 


aya 


NAA gd ттт 


LI 


Exercices 526 Use difci para ober uma 

Кеч 

78 YES. (Sugano: Tomy E) 

mas 

Se umobjeto de musa mem voce, 
ua сара sn Кё dada por K Hn Se 


vé ойо do tempot, use a regra da cadeia para 
Estabelecer ema fórmula para dt. 


8 Ao ae inflado ша Бао мебо, eu rab 7 € 
Função do tempo 1 Se Y £o volume do balão, 


не a regra da cadeia pura estabelecer uma 
fórmula pars Ид. 


79 Ао ses шй no espaço um nave espacial, o 
peso de um astronauta decresce até atingir um. 
estado de Imponderabllade. O peso W de um. 
Astronauta de 150 b а uma altud de x quilò- 
metres sena do rive do mar € dade por 


Se а mv se afasta da tera à nazo de 6 ks à 
due tata decresce W quando x = 1080 km? 


#0 A relação comprimento peso de cero peixe do 
Pacífico é dada por W - 10,375 LA, onde L é © 
comprimento em metres e W é o peso em 
dlogamas. A tara de crescimento do compri 
mento dL/dé dada por 0,18 (2-1) onde € o 
tempo em aros. 


(n) Esabelza uma fórmula para a ts 


С 
nto по peso Vid mico de L 


(0) Uo a fórmula em (a) para estimar a ara do 
crescimento do peso de wn резе que pesa 
20 quilogramas, 


Be MOI) е se fot ae, 
T) «3e 81-5 dem К 


82 Sejam p, q er funções tis que ple) qiia). Se 
TOYS Ne 2,70) = ае 13) = Gdeemine. 
EON 


83 Se AO = O4) se f) «3, да) =з, Ме) =, 
f) -2e їй) 5. calcule a) 


BA Se ule) é se Ojei, м0) 0, 
O) =1, V0) =, e w(0) =2, cala 0), 


BS Seja h= f » ima função cileteciável. A ubela 
a seguit relaciona alguns valores def € g, Use o 
Exercício 51 ба Seg 32 para obier ua apro- 
ximacio de, 12). 


NETTES RETE 
"K^ | «ous 49818 | 5,030. 


a 1:00 | 12 | 133 | 
9 | 2200 | 12:5 | 2200 


B86 Seja h= f puma função difrecióel As tabe- 

as scguntstelacionamalgun valores de f 
Use o Exercicio 51 da Secção 32 pan ble uma 
aproximação de 4-2). 


Cen 3 Adria ш 


® Оз piniedes sio uma subordem dos mamiferos 
‘carnívoros aquáticos, tuis como focas ¢ mor 
саја pés evohem para nadadeiras. A relação 
comprimentopeso durante о crescimento fetal ё 
dada por W= (6x ALZA onde L é o compri- 


mento emcentinetros e W £o peso em quit 


@ Use a repra da eodein para estabelecer ua 
emula pan а tata de crescimento no peso 
em relação so tempo + 


(0) Se o peso de uma foca é de (5 kge vais à 
tão de 0А Kg por més, qual a taxa de 
variação do comprimento? 

9) A fórmula рап а expanso абаа do ar € 

de p presso, ө volume € € una 


contate. Estabeleça uma fórmula par 1 taxa de 
vação di preso ee relagio so volume. 


91 A drea da superficie curva de um conc circi 
teto de айша he tio da base y É dada por 


NET EZ 
ЕЛШЕ] ЕТТТ 
HET oo, 
I NET ET 


97 Se f é diferencivel, use a rega da cadeia para 
provar que 


©) se par, enti f impar 
O) se f É par, ento f é par. 

Use funções polizomias para dar exemples de 
me 


#8 Use a regra da cadeia, fórmula da derivação 
Para De sen n, junto com as identidades 


ra obter a та para D, cos 


S w УРГУ А, Para m ceno cone, r =6 ст. A 
altura é medida em 8 centimetros, com um eo 
máximo de medida de 20,1 centimetros. 


(a) Calcule S a partir das medidas e use diferen- 
du para estimar o ero máximo no сако 


Ф®) Dê uma aprovação de erm percent 


92 О paíodo T de um ptndul simples de compii- 
meno 1 pode ser calculado pela (Gra 
Tm 2a УЙ, оме g é uma constante gnvitacio- 
nal Use diferenciais para obier una apreximagio 
Ча variação de que result em um aumento de 
Mem. 
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3.7 DIFERENCIAÇÃO IMPLÍCITA 


Dada a equação 
y-28-5, 


costumamos dizer que y é uma função explícita de x, pois 
podemos escrever 


x7 f) com Да) 283 
A equação 42-2-6 
define a mesma função f, pois, resolvendo em relação ay, temos 
29-4046, ou y 283 


Fara o caso ax? - 2y = 6, dizemos que y (ou f) é uma função 


Subs pr em dep coma es 
аё-адд=в 
2-2-2) =6 
mn 


A última equação é uma identidade, pois é válida, para todo x 
no domínio de f. Esa é uma característica de toda função f 
definida implicitamente por uma equação em x e у; ido &,/ # 
implicita s e somente se а substituição de y por Да) conduz а 
ums identidade. Como (s, ЈС) € um ponta do gráfico de f, a 
lima afirmação implica que э gráfico da fiação implicita 
coincide com uma parte do (ou todo o) gráfico da expação. 
No próximo exemplo mostraremos que uma equação em x 
+ y pode defini mais de uma função implícita. 
EXEMPLO 1 


Quartas funções distintas são definidas implicitamente pela 
equação P ey - 1) 
SOLUÇÃO РА 


O gráfico de s3 4 yê 1 é о circulo unitário com cento an 
origem. Resolvendo em relação a y em termos de x, temos. 


ye 
Duas funções f e g definidas implicitamente pela equação são 
fG)- VES e gde fit 


Os gráficos de f e ¢ são os semicículos superior e inferior, 
respectivamente, do circulo unitário (veja а Figura 3.300) e (i). 
Para achar outras funções implicitas, podemos considerar um 
número abito a entro -1 e 1 е defini a Função & por 


NE setfersa 
Ha 
ATTE sea eel 
a [I 
w 


A Figa ЭЗШ) dá wm esboço de k Note que hé uma 
descontinuidade tipo sao em x = a. A função À é definida 
implicitamente pel equação a + 1, pois 
POr 

gera todo x no dominio de £ Dando э a diferentes valores 
Podemos обет tantas funções implicitas quantas quisermos. 
Matas outns funções sio definidas implcitament por 
S ey! «1, ео grfico de cada uma é uma pire do gráfico da 
equação. 


Se a equação 
yray- =5 1 
define uma função implicita f, então 
шї + A) 4 5 +1 


todo x по demínio de f; todavia, não existe uma mo 
"via para resolver em relação а у em termos de x de forma a 
obter ГО É postível dar condições sob эв quais uma função 
implícita existe e é diferencióvel em pontos do seu domínio; 
entreuno a demonstração exige métodos mais avançados ¢ é 
omitida. Nos exemplos que seguem adiitiremos que a equação 
dada em x é у define uma função diterenciável f tal que se 7 6 
substituído por f), a equação se torna uma identidade para todo 
X no domínio de f. Pode-se então actar a derivada de f polo 


ГЕТ 


TU ET 


método da diferenciação implicita, segundo о qaal diferencia- 
mos cado termo da equação em relação a х. 


Av aplicar a diferenciação implicita, é muitas vezes neces- 
strio considerar D,(Y) para alguma função desconhecida y de 
ıt, digamos y = f(x). Pela regra da potência (3:34) com y. 
prlmos escrever D ^) em qualquer uma ds seguimtes forms; 


DADA, a 
Como а variável dependent у representa a expressio /() € 
essencial multiplicar ny*-! pela derivada y no diferenciarmos y 
miren a x Assim, 


D^) emp, a menos que yex 
EXEMPLO 2 
Supondo que a equação y+ 3y = 4 = Se + 1 defina, inplicis- 


mente, uma função diferencável f tl que у = fe) determine 
sun derivada. 


soLUÇÃo 
Consideramos у como um símbolo que denota fi) e a equação 
“como uma identidade para todo x no domínio de f. Como as 
derivadas de ambos os membros são iguais, obtemos 
D+ -48) D (3041) 
D, 0) +D, 99) - D, 8) « D, (51) +D, (1) 
ауу say 2-0 
Resolvemos agora em relação ay, obtendo 


[EN 


e DER 


desde que 4 4320. Assim, se = Jla), cuño 


Cap 3 Ааа 1и) 
As das últimas equações m soluto do Exemplo 2 
evidenciam uma desvantagem da utlação do método da 
dilerencação implicita: a fórmula de y (ou f'G) pode coster a 
própria expressão y (ou f(0) Mesmo assim, essas Fórmulas 
podem ser muito ús para а análise de f e seu gráfico, 

No próximo exemplo utilizamos а diferenciação implícita 
par determinar o coeficiente angular da tangente еп um ponto 
Pb) do gráfico de uma equação. Em problemas deste tipo 
admitiremos que а equação define uma fenção implicita f cujo 
gráfico coincide com o gráfico da equação para todo x em algum 
intervalo Бепо contendo а. Note que, como Ма, b) £ um ponto 
do gráfico, o par ordenado (a, D) deve ser ama solução da 
equação. 


EXEMPLO 3 

Deerin o coeficiente angular da tangente ao gráfico de 
DI 

no ponto P(1,2). 

SOLUÇÃO 


O ponto P(1-2) está no grífico pois izendo x =1 e у 


(ED) AUD 50) +1, ou 6=6. 


O coeficiente angular da tangente em (1, -2), é о valor de 
дайын y quando x= 1 e y=-2. A equação dada é а mesma 
que a do Exemplo 2, onde obtivemos у = (1202 + SICG? 43) 
Stbstindo x por 1 e y por -2 obiemos o seguinte, onde 
Ya y denota o valor de y quando xml e y= -2 


mares 17 
Pcs сык] 


EXEMPLO 4 


Se у fa), onde f é definida inplictamente pela equação 
Pay 1, determine y. 


soLução 


No Exemple 1 mostramos que М um número ümitdo de 
funções implícitas definidas por «y^ = 1. Tal como no 


190, Cáledo com Geomaris Analitics Can 3 


Exemplo 2, diferenciamos ambos os membros da equação em 


relação a x, obtendo 


D, w°) +D, 0°) =D, 0) 


O método da diferenciação implícita dá a derivada 
qualquer função dierenciável definida por uma equação em d 
variáveis. Por exemplo, а equação x° + yw 1 define mui 
fenções implícitas (veja o Exemplo 1), Pelo Exemplo 4, 
coeficiente angular da tangeate no ponto (x, y) em qualquer dos, 

31 é dado por y' = =xly, desde que a derivada, 


EXEMPLO 5 


Determine y se ûy? y +¥ = S + 6=0, 


SOLUÇÃO 


Diferenciando ambos os membres da equação em relação a x 


à D, 459) =D, (55) «D, 9)- D, (52) D, (6) =D, (0) 


Como y denota ffx) para alguma função f, deve-se aplicar a 
sega do produto а D, (45?) e D, (ey) Assim 


D, (s) = 4 D, 0?) ey? D, (a) 


e D, (5) «D, yyD, (8) 


Substituindo essas expresses па primeira equação da solução e 
diferenciando os outros termos, obtemos 


м a (29y +47) (y + 2) + 3-520 


Cap 3 A derivada 191 
Aerupando os termos que contêm У e transpondo os outros 
termos para o membro direito да equação, temos 

(охуу «5-38 ду-ду 
Conseqpentemente, 


5-зё+зу-% 
y ر وھ فقت‎ 


бейе фе 1293-240. 


EXEMPLO 6 
Determine y', se у ex sen yo 
SOLUÇÃO 


Diferenciando ambos os membros da equação em relação axe 
usando a regra do produto, obtemos. 


руулар (seny) (seny) D G9) 


Como у = fx) para alguma funcio (implícia) f, temos, pelo 
Teorema (335), 


D,seny= esy D,Y 
Usando ests equação е o fito de que D, (è) = 2r, podemos 
reserve a primeira equação da nossa solucio como 
D,y (P5) D,y + (sem, 
а y'= osiy ату 
Finalmente, resolvemos em telação ау como segue 
y "(e cos yy = 2rsen y 
[E 


NT 
1 cosy 


desde que 1- cos y nO. 


No próximo exemplo calcularemos а derivada segunda de 
uma Видо implicita. 


бетен майа Cap 3 


Cup 3-A vivo 199 

EXEMPLO 7 

19 Ovals de Cassini: (e y! + g~ ёё = b 
2-2, b«VE, RAVE) 


Calcule, e yy teet 


soLução ре 
A equci já foi estudada no Exemplo 2, na 

” А 

12+5 E po 
E 
12245 _ 
T ^-p,)- n (28 
i in de Ej 20 кыйт de Descarte: 6 ay Exeres 28-28: Determine ө coeficiente angular da 


Aplicamos agora a tegri do quociente, diferenciando implicit 
mente como segue; 


ена tangente so grático da иқа em Р. 


Mysto nam 
› 
y ADDAS (1284 урдун) d M gates каз 
WTF دار رتد کد‎ PR 
_ (oe esmo 26 de stsemy=4 =0: P,O) 
Sibstiindo o valor de y, temos жаш m 
E -— a LI 
PA З) ro [ES Ег, 29:34, Admitido que a equação defina una 
rp unção f al que у= fo) calcule y”, se existir 
NOE MEUS a wo 
rues 2 геннен de Berto (+7 zy; aro yes nu 
— a, тл) a ys Mayo 
> Eres, 3538: Quantas fonce implica são deft 
vidas pela equação? 
О] 
o S эзез+у-1-0 6ye 
rm Aa Adi uu di d yy RAPIDO Boren 
Msi syto зеза) ау 
тарыды g tonte que a eguigo y =x define um nimero 
mun mel икау d Ime 
et 35 jore; Meurer 


40 Use a diferenciação implicita para mostrar que, 
же P é um ponto de ciclo аЛ» у «d cito 
tangerte em P € perpendicular a OP. 


DANA Me Vi 


eres. 19:23: Diose y equação de uma curva 
laica c cu prilku, jare constantes postas 
AS “ab. (Para maiores detalles consulte qualquer livio 
dai * a алайса) Detemine o codice 
tangente no porto P, para osvalores dados 


урен 


72 Conchoide de Nicomedes: SA Suponha que 32-13 + aye 12 dia uma 
е lunghe difeeneivc f tal que у=. Se 


27-0, ийе diferenciais para эшта а 
аз, bos, NIS) eii de fla) sex vua de 2a 197. 


gana ynas 


JM Calcul com ботите Analia Cap 3 


42 Suponha que э tay + у = 19 determine uma 
fugio directa ] tal que y- Ji) Se 
P(1,2) é um ponto do gráfico de f, aproxime, 
Tr mds e irei, ө vil b d coordena. 
dy do omo ОП, ) d pdf 


BS Suponha que + эу? = AT detemine uma 
ocio dev! f tal que Ji 
(a) Se 1,2; 1,3) e Q(1,23; b) estão no gráfico, 
m pai pan rot d 


com (123,6), 
da coordenada y 
de R(126:0). (Este processo, conhecido 


como Método de Euler, pode ser repetido 
эма ohter aprovações de outros pontos do 
E 


^M Suponha que sen + os y = -2:95 defina uma 
fango direncóvel f tl que у = fla). 


(4) Se Р; 3д) é ama aproximação de um 
ponto do grifica de f, se (331) para obter 
эта aproximação da coordenada y de 
Q212 b). 


б) Aplique о método de (a), com 212,8), 
para obter uma npronimagho da coordenada- 
de RBI; e 


3.8 TAXAS RELACIONADAS 


Suponha que duas varifveis хе y sejam fingões de outra variável 1, 

0-70 e yug 
Por (3ii), podemos interpretar as derivadas й e дуй! como 
as taxas de variação de x e yem relação a t. Como caso especial, 
se f e g são funções positivas para pontos que se movem em 
uma reta coorderdo, então det e dydts as velocidades desses 


pontos (veja (32). Em outas situações essas derivadas podem 
representar taxas de variação de quantidades бей 


Em ceras aplicações, х e y podem estar relacionadas рог 
uma equação como л°-у?- 2 + y-2 = 0, 


Diferenciando esta equação implicitamente em relação a 
f, obtemos 


395.455.405, 4. 4. 4. 
O) 


Aplicando a regra ds potência (3.34) com ¢ como varivel 
independente, temos. 


de yt gde y dr 
o a o 
As derivadas didt did são chamadas taxas relacionadas, 
porque estio relacionadas por uma equação. Tal equação pode 
ser usada para achar uma ds tava, quando se conhece а ostra. 
Os exemplos seguintes до várias ilustrações, 


EXEMPLO 1 


Doas variáveis х ey são funções de uma variável ¢ e estão ligadas. 
pela equação 


Pese 6 

Se delit = 4 quando x= 2 e p=), determine дуй. 
soLUçÃO 

Diferencienos implicitamente a equação em relação a + como 
sigue: 


di dy ری‎ L 
dg en 6909. 


"n 


PETS 
4^ $ d 


A última equação é uma fórmula geral que relaciona dull ¢ 
dyldt Para o caso especial файе 4, ¥ =? е у = -1, obtemos 


dy _з2ў+5 
LEE 


EXEMPLO 2 


Uma escada de 6 m de comprimento está apoiada em uma parede 
vertical. Зе а base da escada começa а des zar horizontalmente, 
razão de 0,6 m/s, com que velocidade o topo da escada percorre 
a parede, quando está a 4 т do solo? 


soLução 


Comecemos por estogar a posição geral da escada conforme а 
Figura 332, onde x denota a distância da base da parede à base 
da escada e y denota а distância do solo ao topo da seada. 


FI33311111113 131121122 000029 92 2 0 2 4 4 


Consideremos а seguir o problema abaixo, que envolve as 
taxas de variação de x ey em relação a t 


в 
Dado. de nds 


dy - 
Achar: % quinto y«ám 
Pode-se obter uma equação relacionando x e y aplicando 


о teorema de Pitágoras ao triângulo retângulo formado pela 
parede, pelo solo ¢ pela escada (veja a Figura 3.32) Obtemos 


6 توور 
Diferenciando ambos os membros da equação implicitamente‏ 
em relação a, temos:‏ 
"ЖЕРИ"‏ 
so‏ 


E y „| 
afe =0 


а 
dy ade 
di yadt 


desde que ye. 


A última equação ê uma fórmula geral relacionando as duas 
taxas de variação de/d e дуй. Consideremos então o casa 
especial y =4, O valor correspondente de x pode ser dado por 


EE] 


Assim, x = V2U quando у = 4, Levando em conta esses valores 
ma fórmula de дуй, obtemos 


ay 
di 


(8) - -057 mis 


Eis algumas diretrizes para resolver problemas de taxas 
relacionadas do бро ilustrado no Exemplo 2. 


Diretrizes para resolver 
problemas de taxas 
relacionadas (3.16) 


Ношаззз 


| ча шо as elder que devem ser omis 


с (gites сыы e ышы мене 
aid, салата variáveis para representa: quin 
Pisa dentada 


Sedes ied ые conhecidos, expressado ш 
"Лахаз conhecidas e desconhecidas como derivadas dis 


озок г 
iS Dieter 


Um erro comum consiste em antecipar а introdução de 
valores numéricas específicos para as taras e quantidades 
variáveis. Tenha em mente que se deve, primeiro, obter uma 
fêrmula geral que relacione as taxas de variação, em um instante 
arbirário 1, Os valores numéricos só devem ser introduzidas no 
estágio final do processo de resolução do problema, 


EXEMPLO 3 


À Iho vio А está а 25 millas ao sul do navio B. Se о navio 
А está navegando para o oeste à razão de 16 піл ео navio B 
está navegando para o sul de 20 mih, determine a талдо 
та qual varia a distância entre os navios à 1h30 min. 


soLução 


Denotemas por о número de horas após 1h, Na Figura 333, Р. 
€ 0 são as posições dos navios à Ih, x e y são os númens de 
milhas por eles percorridas em / horas, е 2 é a distância enire os 
navios após £ horas. Nosso problema pode ser enunciado como 
segs 


de A 
Dados: dE = 16 mih e f = 20 mio 
de 
Determinar: Se quando ген 


Aplicando o teorema de Pitágoras ao triângulo da Figura 
3,33, obiemos a seguinte equação geral ligando as variáveis x, 
vez 


E 


(57 
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Figura аза 


Diferenciado implicitamente em relação а £ e aplicando as 
regras da potência e da cadeia, obtemos 


data 
GOO OS yr 


x-16)-8, y«100)-10, e 25-у=15. 
Conseqõertemente, 

Em 64 4225-289, ou z= VIE = 17 
Levando em com 


tima equação que envolve de/d temos 


= 8(16) +1500) 


Outro método de resolução consiste em escrever = 16%, 
y= Me 


2= [+ 05-уўї° = рве (252007 


a derivada ddl, e a substituicio de t or 
4 df a taxa de variação desejada. 


EXEMPLO 4 


Um tanque tem a forma de ип cone circular reto invertido, com 
4 de altura є 2а de rio da base, Зе а água entra o tanque à 
razão de 0)01 m/min, calcule apeoxinadafeentes razão na qual 
o ivl da gun está subindo quando а profundidade € de 1 m. 


soLução 
Começamos fazendo um esboço da situação (Figera 3,34), com 


+ denotando o alo da superficie de Seva quando а profundidade 
é h. Note que tanto 7 como А адо funções do tempo 1 


Cap 3 A derivado 199 
Em seg: 


av "e 
Dado “= ODOL m/mi 


de 
Determinar: St quando h1 m 
O volume V de брка no tanque correspondente à profun- 
didate hé 

[ЖЕ 
Esta fórmula de V relaciona V, ¢ e А Antes de diferen 
implicitamente em relação t, expressemos V em termos de uma. 


nica умій, Atestando para a Figura 334 e uibando 
semelhança de triángulos, obtemos 


Conieqientemente, à profundidade h, 


EO e n 
vind 
m————( 
obi api идо вый кшк as de vede de 
Vedoin or 

Ex 


T1 
ааа 


Se i 0, uma fórmula equivalente é 
d 
dud 

Finalmente, fazendo h = 1 е ФИЙ = 


1001. m/min, obtemos 


(9m 127 m/min 
0002 


EXEMPLO 5 


Un farol giratório faz una revolução em 15 segundos. O farol 
єнї а 60 m do ponto miis próximo P em uma pras retina. 
Determine a razio па qual um raio de luz do famol está se 
movendo so longo da praia em um ponto а 150 m de P. 


maria Anes Cap Y 


Cani A derivada 20) 

soLução 00 Se, quando 0= 30, йй 157, determine д. 

A Figura 335 é um diagama do problema. B denota a posição 

% fol e è o Bea entre BP ео raio de luz at о ponto S SOLUÇÃO 

ma рай a x unidades de P, @ Denotando ¢ о inpilo AAC da Figura 336, então, 
pela geometria plana, $-90-0-12-0. Como 
ANd ot, decresce à mesma razão À quil cresce, 
No tingle BAC, vemos que 


3. 
10 


o y= 30sen $e 30sen (1 — 0) 


sende 


Figura sa 


Diferenciando implicitamente em relação а t e usando a 


identidade cos x0) = зеп б vem 
Como a farol faz revoluções por minuto, o ângulo varia 


а razão de 42x radianos por minuto; ito é, didt = 8a, Do 


dy E a 
3 copo) (oe 00 
и د‎ amo 
y 0) Transformando em radianos: 15º = 150/180) = x/12 rà. 
7 Fazendo Ий = 12 rd e Û = 30 = 1/6 na expressão de 
ана, obtemos. 
o ETT 


A taxa qual o sio de luz percorre a pria é 


CRINE 
di OO ¥ д = (O see GNET) = 480 sect p 


Se x= 150,85 -VEPS TSF = 5100 = МТ e 


EXERCÍCIOS зя 


Es 1%: Aia que tods as тиий sam qui de 
funções de, e ar 


& 
Isa e É 


de 


determi А, 


=3 quando x= 10, 


Seat дула # =з quando sede 


i 
y 771, determine $. 
EXEMPLO & = 


de is 
“A Figura 3.36 mostra um painel solar de 3m de largura equipado. AB cent 

com un ajustador hidráulico. À medida que o sol se ele 
piine ¢ ajustado automaticamente de modo que оз raias do sol 


incidan perpendicalarmente nele. 


s 
detemine 5. 


[UE 
Iu T 
d quando x 


de 
er determino $, 


б Duma og co tt ei н demo ® 
gp eh 


dos raios aumenta 


AA qo хсле 
«ароми quo pos, 


MB Cleto com Ceomenio Ana Cp 


1 


Cap 3 Adeo эз 


e os жыз кез,‏ مرکو و 


* 
de 


Э Moser aquecida uma chapa бойи de metal, su 
icto varia à razão de 001 cminin. Determi- 
ne à Taxa À qui айга de uma as faces varia 
quindo o diâmetro esá em 30 em. 


y=2, deemise. 


O Un incêndio em шп campo бен se alastra em 
foma de culo. O mia d сис aumenta A 
vacio de 1 m/min. Deemin: à ша à qual a área 
incendiada está aumentando quando o río é de 
0m. 


аз Gû cid sendo bobo para um balso src 


Amado de 0,1 mni. Ache a ша de variaçio 
do alo quando este € de 045 mm. 


12 Suponha que una boi de veve (esférici) esteja 
de derretendo, com o raio decrescendo à razio 
constante, passando de 30 em pan 20 em em 45 
minutos. Qual а variação do volume quando o 
mio estä com 25 em 


13 Una escada de 6 m de comprimento estáagoiaa 
em uma parede vertical Se a use de escada 
Começa à dear horizonsimenie à naio de 
1 ovi, com que velocidade о topo de escada 
pecora parle, quando sti а 25 m acima do 
о! 


14 Una pesos parte do ponto A em direção leste a 
ЗНА Um mito degit, outra posso parte de 
А em diego попе 1 23 ms. À que tra et 
“variando а disâcia entre cla minuto após a 
Ponida а segunda pesos? 

15 Va Juz est no айо de um post de 3 m Um 
menino de 1,6 m зе Маша do ponte à ado de 
13 més, A que tar se move a pont de ama 
sombra quando ele estî a û m de post? À que 


Exercco 15 


36 U home em am ai pur te bole por uma 
arado à pra do mesmo a (5m sema 
% nival de água е parando por uma pol 
simples localizada та beira do cs a 2m acm 
da nivel da a. Se ele puxa a conta ri 
д5 mh, com que velocidade о bot esi se 
aproximando do сыз quando a pra está a £m. 
de distncia de tm ponto diretamente abaixo da 
m 


4 
S 


veu Эрн 


17 А parte superior de um sen а forma de um 
demistsio de 1,5 m de rio е est revesid 
unifomemerte de uma camada de gelo. S 
“espessura da cama de pelo decresce razão de 
% cm, дш a ша e vartaçã do volume de 
elo quando a camada ten 5 em de espesa? 


18 A ri que vaza deum ds forma umn a 

cuja altura € sempe gua ao al. Зе а 
A da pia sunu rao de ls 
determine а taxa à qual a aia eslê escosndo 
ame a айша da pilha £25 ст. 


19 Uma pessoa que soa um papo sera асада 
21,5 m do solo; a corda € liberada à razão de 
06 ms га media em que o papagaio se mme 
Jorizoraleret а una altira de 13 т. Supondo 
que acorda Bque sempre tensa, determine a tra 
qua o papagaio суй e movendo to instinte 
em que foram libendos 38 m de co. 


20 Um balio de ar quente soe vricalmene à 
medida que uma corda, amarrada à sa bue, € 
E berata à rato de 1 па. O cartel que Ibera 


P U a cota еш а 65 m da римэта onde os 


“passageiros emburam (veja a figura) А que taxa 
o balão está subindo quando tiverem sido liera- 
os 150 m é corar 


21 A dede Boyle para gases confinados afirma que, 
ıı se а temperatura permanece consante, então 
ee, onde p E a pesso, v o volume é «uma 
> constante, À certo instante, o, volune é 
¿1230 emb pão é da 206 kjen” «a esco 
decusce à razão de 1 lem Em que tan estê 
variando o volume nese instante? 


22 Um cibo de 30 m de comprimento + 10 em de 
diümero € submergida em água do ты. Em 
virtude da corrosão, а еа da ребе do cabo 
decresce à тыда de 4.5) em ano. Igorando à 
comodo nas extremidades do cabo, ache a taxa 
A qual o diâmeio estê deniuiado. 


23 Астека de um co de 2,5 a de camp 
mentosio rings equos cujos ados tem 60 
cm de compimento (veja a Maa) Se a gon ei 

o cocho à razão de 142 Umi, determine 
aten que veda eua et subindo quando 
a proindidate da gia é de 20cm. 


24 Faça o Exercicio 23 no caso de as extremidades 
So cocho teem aforma do gráfico de y = 2 ente 
2e (1.2% 


razão de 4 cm fain, Determine a паа na qual O 
comprimento do ado egi varündo quan is 
оар é 20 em. 


24 Gis escapa de am blo eirca à vaio de 
28m. Qual а taça de vario ab nis 
quado o volume est em 11 mi? 


э? Jogo se ur peden emm ap, perna ondas 
¿lenaes cujos raios aumentam a omi rasto 
comente de 0.5 ев A que aa está umen. 

ndo a cireunfertncla de uma onda quando o slo 
ат? 


28 O campo de cetojogo tem a fonna deum quado 
de 20 m de ado. Un dos vértice é ponto e 
parida e os outros são as bises. Se um fado 
Тай comendo da seguida pura trei bue 4 
B тй, a que taza sua distacia d oigan cul 
variando quando ele өй а m da erri se) 


JN Cd com Geometria atira Cop 3 


29 Quando dis resistores A e Ri são gados eni 
used (veja figura a se, a resistência total 
Me dan pela equação ПА = (UR) (URS. Se 
Jie Resto aumentando às taas de 0,03 ома 
e? mis respectivamente, s que taxa varia К 
incen que E = 30obmse Ra = 0 ohms? 


JO A шта da espansto adisbática do ar é 
15550, onde p Са pressão, v о volume ¢ € é 
a conste, Em certo instante а presdo é 
Sica * esti aumentando à razão de 
1 dion! por segundo Se, no mesmo insane, 
o volume € de ©) cm, determino à lua dc 
uini do volume 


M em tanque estético de 


jo a contém ga a 


que sérico de $m de 
o eeja rendo enchido à redo de 4 mo min 
Tf шн aprovação de taxa qui! o nivel de 
us está subindo quando A = 1,5 m. 


leio esférico сий recoberto uniforme- 
cate por uma camada de gelo de 5 cm de 
A medida que о go dente, a tax 

o vum de geo diminui € diretamente 
vali tapa em que a den da superficia 

Mostre que o dieto externo está 


Di bewa de um tocheo 60 macimade um lago 

sino deixa cal uma ped e, dois segundos 

deixa сай outra pedra da mesma posição 

ta па qua а distância ente am pedras 

vna durante próximo segundo. (Admi que з 

¿socia рокот et ongundos por um objeto 
ema live 649 Em) 


M Une vara de meti tem a forma de um cilindro 

тїгїн reto, Ao ser aquecida а ума, seu com. 

temo anta de 005 ста e sev diame. 

menta de (002 emímia, Qual à taxa de 

“a volume da vara qoando seu campi 
de 4 сш e seu diinetro 3em? 


35 Um avito est voando a uma velocide contas: 
te de 5380 km/h e subindo а vm Angulo de 43°. 
Мо попео em que de ен а uma aliara de 
32 hm, pasa diretamenlê ийле uina tore de 
onte me solo. Ache а ша de variação da 
айса do avião оте um minuto mais arde, 
es a айша da torre) 


36 Uma rodovia Моле Sul A e uma rodovia Leste- 
Oest B se cruzam em ып posto Р. Às 1Ohoras 
dd man vm automóvel pao por P em direção. 
norte pela rodovia А а uma velocidade de 
38 Jem. No mesmo stan, um avião voando 
palete a 320 ln, alude de 500 п, está 
Фет acima do porto da novis B а 
160 m à oeste de P. Seo automóvel e o avião 
manm cinstanis as suas velocidades e dire- 
ÇÕES qual taxa de variação dins entre 
lenis ILS min da manhã? 


3T Ure ça de pagel contendo gua tem a forma 
de tv toco de cone cic, e 15 em de 
ala e 3 cm e € сп de mb би bases terr 
espe, respecivasen Sea fg vz de 
ind rai de cm, qui ш d redução 
do ve gs quando prnl ed ара 
та ша de 10 ci (O vlone Y eum ronco 
de cone cieular reto de айша Ке bases a e b E 
Vole sab) 


ж Um piscina er a tomma reangulit com 20 m 
de compránento e 10 m бера O fundo di 
piscina varia uniformemente de 120m a 2,10 m 
por uma datinci horizontal de 12 m, permane- 
Sento costante dí por diante. (A йшй» 
mota o corte transversal da piscina) Se a 
piscina está sendo enchido de ра À подо de 
50 min, aproxime а шка de elevação do nível 
з água quand а abura desta m pare mais 
profunda £120. 


39 Um avião a uma allude de 3000 m vos em 
velocidade constante segundo uma teta que o 
evar a passar ietamente cima de um obser- 
Vador no sola. Se, em dado insane o observador 
not que o ângulo de elevação do avião € GU" e 
Enê aumentando à шю de 1º por segundo, 
€ do vão 


40 No Exercicio 16, sejt © o Agulo que a sorda faz 
com a horisontal, Determine a razão à qual Û 
varia quando 8 = 30 0 


41 Um wriângulo isósceies tem ов lados iguais com 
1$ em cda эп. Se е ângulo Ө extr eles varia à 
zio de 2º ра minuto, determine а vaio da 
са do liga quindo 630%, 


42 Una escada d Gm de comprimento est арайда 
em uma parede. Se а base da escada começa a 
байам horizontalera 1 razão de (6 m por 
Segundo, qula taxa de vação do ângulo entre 
a escadi е о solo quando o оро da escada tá 
23 mosok? 


43 A Figur apresenta à posição reliliva ds pisa de 

um aeroporto de uma toe de controle de 6 m 
de эша. À cabeceira da pita esi a ama 
айса de 9 m ёа base da toc Se um ido 
tinge é velocidade de 16) km арда percorrer 
300 bı da pisa, determine uma aproximação da 
uxa па qual sd stmentando distância entre O 
avião e a one бе controle. 


44 A velocidade do som mo ar a UC (ou 273) € 
de apesimadamert 340 mis, mas esa veloci- 
dade sumen sa medida cm que à empeniua 
зева Se Tê alemperauraem”K, avelocdado 
do sem v a essa temperat é dada por 

IS. Se a temperara aumenta à razio de 
3C por bon, d uma aproximação da шал na 
cual avelocidade do som estê sumensdo quan- 
de T=3PC(ou мк) 


45 Um aviso vos a velocidade e altitude consuntes 
segundo uma rea que o levari a passar direta- 
mente sobre uma estação de йм ко solo, No 
instare em que о avião está à 18.000 m acima 
da esti, um cservadr па estação nota que o 


Angulo de elevação do rio € 30º e alimen: 
tando raso de 0,5 par segundo. ейте a 
velocidade do aio. 


46 Um misil ¢ Ia veicalient @ um pono 
que está а Bm de uma estação de rstieancnto, 
E mea айма йома. Durante в ріне 20 
segundos de vão, seu Angulo бе elevação O varia 
A razio constant de 2º por segundo. Determine 
a velocidade do missi! quando o Angulo de 
elevação é MP 


41 A figura mostra а montagem do pedal de uma 
bicicleta de 70 cm (25 pols). Determine seção 
ente а velocidade angular at em гёз) di 
montage do pedal е э velcidade da bicicleta 
стз), 


ав Um foco laminas de 100 vela өй localizado 
6 ш acima de un palco (ve a figura a segui 
A баіо E (em ёа) na pequena fa 
onioads do palo 6 dada por E= (f ors DJ, 
ond 1ё n intensidade da lu, v» dina quen 
Tuz deve percorer е Do ângulo indicada Deter- 
mire a relacio entre а эз de vação de 
адада dE e a taxa de variação dil 


49 Um pêndulo cónico consiste de uma massa т 
presa э uma corda de comprimento fao 1, que 
percorre um circulo de no r A velocidade v (veja 
Tiguri. Quando a velocidade da maesa aumenta, 
aumentam também отаг е o ângulo Sabendo 
que Y = rete 0 (e é a constante gravitacional) 
determine a relação eme as taxas 


ша e ама 
Ma е deja 


50 A ра pinga de um fitra cénico de papel em 
эта ңа, conforme а figura. Sejam x a altura da 
аы 


ine а reacio entre дуй! e a quando 
Зерова 1з om de gua no ir. 


E 


ISL OnavioA navega paa o поле e onavia naviga 
Ter o oeste. izado um plano coordenados, 
тогайы registra as ccordendas (em kn) de cada 
тим а itenalos de 125 пітон, confome 
tabelas abaixo, Determine aproximadamente a 
tasa (em km) à qual a disância enlre ов navios 
es variando quando = 5, 


маод 


e] 12s [250 [ 375 | 500 


vio [a00] 524 | 552 | 520 | 608 
еу эз [м [226 | 224 


852 Duas viáveis e y o funções de uma variável 
testo relacionadas pela fórmula 
131 sen (256) V5 = (e 1 
Se фий 3,68 quando x ^71 ey = 3,13, derer- 


mino ита арка do valor corresponden 
eder 


B Sfg-m-ne а age 
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| Bere 1-1: Cale f) diretamente a parir da 
definição de derivada. 


lfü-x ал 


J. влета, 342: Calle a derivada primeira 


1 


SH VES 6 мч, 


vs 
LE 

—À 
12 keai 
M рр) (cert 
16 gw) 20073 


[zx 
P OP 

ini9-te toco 

19 O) Gare no 

атм. у BVE 


Hispa rit VET 
an E звнй- ее, ш 


SI A 


29 Ma) e (ee x tec 30 Kir) = ТРЕСЕ 


31 stent AO 
Daor тал 


35 gta) = [eos Vn VF 


O 27 00-88 


з 
€ 
rJ, TR 
— 


Eres. ALAR: Adnitdo que э ерид defina uma 
função dierencável f tal que y = Дэ), determino y 


СЕСЕ) 
ا مروتو ت هه‎ 


E+ 
sto» A6 se2 
A) 
Бант 49-50 Determine equações da tangente 
E da normal ao gráfico de f em P. 

гө 


PEN 


SI Ache a comiendo de todos 0% ponos do 
dico de у= os 2r nos quais a tangente € 
perpendicular à ea 2 4у=5. 

52 Se fa) = ка 2x- co 2e para 0а «2л, deter 
"nice as condenadas доз рана o айко de 
f nos quisa tangente ¿horizontal 


seres 83.54: Detemine j'y" ey 


m Myon 


ES Sede Ay, ella y perdio 
impli. 
S6 Se fl) = 9-35-52, determine 


(6) м coortenadax des porton do psd de | 
em que а шеме ¢ paralela à ran por 
Жз, Be BU. 14). 


бу) o valorde f" em cada zem de f 


£211111111111111111111111« 044444 


Me y WT, tee 


mw my aa 
AN e y= a a 1) determino dy a ue ac valo 
dove te sa aproximação de y quando r varia 


vacio еш de у 


titulo quilo estimado em 


Wo ev! МТТ ere PA a1, aplique a 


entar em 61 


TIT 
e Mere ain para aproximar variação em 
MÁY indo x varía de -1 a LOL. 


qoc neo de diferenciais uma aproxi- 
ade Via. 


ө [e p fumes us que JG) 
PULA, Dejo, m-3, (n2 ¢ 
WAN- V бим pama = 2 

шо! xy WI- der 
ШАКЕ 


vi M Sejam f unm 
ço Ipar r yf uma Ringo par tis que 
AO 3e fe s 0 
тине кїй оО). 


wide pic de f tes tangente 
ou un de reversão, 


“ o- san 
OA [0s 
MIMO x<2 


штей» xa f € овна em, 


“det аена afirma que a energia 
ч, por uma ad, de ára de 
"id agr dada pos e ote R Ea 
ato de ero por a, T éa 
lapa CAY Ré o mio. Doo 
em de Wenn е T € de ОЭ, determine 

cem resultante no culo da valor 


Ve S o volume e a frea da superficie 

estica de um hilo. Se o dámeto é de 8 сте 
volume aumenta em 12 em, aproxime, por 
meio de diferenciais, a varição de S. 

69 Ura conecitcal reto tem altura h= Eme ө rio 
r da bae esti aumentando. Ache a taxa de 


vação d área de su superficie S em relação 
ar quando r = Gm, 


TO A intensidade de ilumina de uma foste luni- 
жин leio propi ey qdo de 
ийла d fte, Se um estudante está Wala- 
Thando em uma mesa que et а сепа distância 
do foco, determine, por melo de diferenciais, a 
viação percentual ma dice que sumenta em 
10% intensidade, 


A As extremidades de um cocho de gus horizontal 
de В m de comprimento são trapézios баса. 
de bases de 2 ш € 1 т. A altura o cocto è de 
05 т, Se о nivel de água está sbindo à rio 
"Ic cmo, quando apuntado da дие 
de 03 m, cum que velocidade а &pa está 
airando no echo? 


72 Dois coro se aproximam de um cruzamento de 
duas estadas perpendiculares O carro A viaja a 
20 kmh e o carro B a 40 anb. Se, em certo 
sant A ези 025 m do cruzamento e J at 
20,5 km do mesmo, determine a taxa de aprox 
mação аз dos cams naquele istante. 


73 A lei de Boyle afima que pes c, оше p £a 
presso vo volume сс um conste Estabeleça 
dama (ima para а taxa de variação de p em 
reacios. 


14 Uno рине eu a 6 mı acima de um rio eem. 
ângulos retos com ele, Um oem em um tem 
0 kn pes pelo cento da ponte no mesmo. 
instante em que ouro hone em um barco à 
rotor риказ entro de ponte 20 vh (vj 
a бри). Con que velocidade os дой homens 
tão ме амид un dn онто 10 segundo mai 
ше 


15 Uma rods gine tem 30 m de diâmetro e sige 
Зул ama do solo [veja а figura). Cada reve 
фо da mda leva 30 segundos, 

(à Expresso distância k de om asento em 
relação a0 solo, como função do tempo (em 
segundos) se 1-0 corresponde a0 instante 
em que oassent está na bases 

0) Se ми ameno cá se elevado, qul a a 
de vcio da diac M quando û = 1607 


716 Um pistão et anexado xum virabrequim confor- 
me a figura A hase de conexão АВ tem 15 em de 
Gonpinenb e о по do Vintequim tem 5 em, 


(2) Se ө viabrequlm far duas rotações por se 
ando o sentido ani-hovrio,ebeeça fr 


mulas para » posição do ponto À aos 1 
Segundos após À ter as coordenadas (2, 0). 


0) Estabeleça una ида para э posição de 
ponto 2 so sane t. 


(9 Com que velocidade В está se movendo 
ando tem coordenadas (0,27? 
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f Capítulo 4 


^" APLICAÇÕES DA DERIVADA 


INTRODUÇÃO 


Neste capítulo utilizaremos derivadas para 
омет detalhes importantes sobre valores fun- 
lonis Дх) quando x varia em um intervalo. 
“Tais dados nos permito traçar o gráfico de 
uma função e descrever com precisão onde 
ele cresce ou decresce — algo que em geral 
não pode ser obtido com os métodos do 
pré-clculo, Da maior impertânci é а deter- 
minação dos pontos altos e baixos do gráfico, 
já que сїз correspondem aos maiores € 
"menores valores da fanção. A determinação 
desses vabres extremos desempenha. papel 
relevante em aplicações que envolvem tempo, 
temperatura, volume, presso, consumo de 
pasolina, тойдо doar, lucros em negócios, 
despesas de uma companhia e, de modo geral, 
qualquer quantidade que possa ser represen: 
tada por uma função. Teis problemas de 
otimização são considerados na Seção 46, 


ciona derivadas e valores extremos. Este 
relacionamento se obtém com o emprego de 
um dos mais importantes resultados do cá 
cule: tecrema do valor médio, demonstrado 
na Seção 42. Ee teorema é tambén empre- 
gado de maneira crucial no Capitulo 5, ande 
Tntoduzinos outro concello fundamental do 
cálculo — a integral definida. 


Encerramos ече capitulo com o méto- 
do de Newton, um instrumento para obter 
aproximação de soluções de equações. É 
facilmente programável para uso com calcu- 
laderas ou computadores е constitui uma das 
técnicas básicas no campo de matemática 


conhecida como andlise numérica. 


a DO DMEJUNOG| 


ELE OS LIVROS 


ETT??*?33323393932222222022222222 22222 


4.1 EXTREMOS DAS FUNÇÕES 


Goma Analice Cop 4 


бойдо (4.1) 


Suponhamos que о gráfico da Figura 4.1 tenha sido feito рог um. 
instrumento registrado que mede а variação de uma quantidade 
física, O eixo» representa o tempo e o eixo-y representa men- 
“surações tais como temperatura, resistência em um circuito 
elétrico, presio sangiínea de um individuo, quantidade de um. 
produto químico em ums solução, cu contagem de bactériar em. 
duma cultura, 


E 


Figura 41 


Cup. aplicações da deriwda 213 


Se uma função é decrescente, seu gráfico cai quando x cresce 
Se a Figura 4.1 £o prática de uma unção f. entio Y crecen 
nos intenalos [ac], [esc] € [eye É decrescente em 
feed. [e e leye. A fango é constans no intervalo 
” 


A próxima definição introduza terminolog 
para оз maiores c os memores valores de (шов. 


que será usada 


Função decrescere 


Gi) Função contate 


Furada 
O gráfico indica que а quantidade aumentos no intervalo 
de tempo [ose decresceu em [ep Jumento em [e ej. 
decresceu em [ec] assim por diante. Reinado ms зо 
interval e с, Vemos que a quantidade toma sev maior valor 
(o mimo) em e, е seu manor valor (ou mirimo) em с, E 
ouros intervalos verificam diferents valores máximos e 


minimos, Eo todo o intervalo [a, b], о máximo ocorre em e, e 
o mínimo em a. 


Definição (4.2) 


A terminologia para deicricio de quantidades físicas é 
usada também pare funções. 


Seja uma função f definida em um intervalo e sejam x, 
ex, números em Li at 4 


@ $ E crescente em se fx) < (6) quando, ex; — 
OD $ é decescen im 15 fix)» fi) quando, ex, 
(o € constante em se f(x) = fS) para todos x, e x, 


A Figura 42 apresenta ilustrações da Definição (4.1) 
Uilizaremos indiferentemente ns expressões f ¢ crescente 


ou Да) € crescente. O mesmo осопе para decrescente. Se uma 
função é crescente, então scu gráfico se eleva quando x cresce, 


OCO € valor misim dt f emS se ЈО) (m tdo 
NE 


(0 fls) € o valor mínimo de f em S se f(x) f(e) para 
103 x di. 


As Figuras 43 е 44 ilustram valores de máximos ¢ 
mínimos. Nestas figuras S 6 um inervalo feckade: todavia, а 
Definição (42) pode aplicarse а euros tipos de intervalos ou 
conjuntos de reais. Cada gráfico apresentado tem um máximo ou 
"um mínimo f(e) com a < e < b; mas esses valores podem também 
ocorrer em pontos extremos de intervalos ou dominios de funções 


Se (e) £o valor máximo de f em S, digamos que f toma 
seuvalormáximo em c. O ponto (с, f(c)) £o porto mais elevado. 
no gráfica de f. Se f(c) £o valor mínimo de f, dizemos que f 
toma seu valor mínimo em с, (с, (c) é o ponto mais baixo 
do gráfico de f. Os valores máximo e mínimo são às vezes 
chamados valores extremos, cu extremos, de f. Una função 
pode tomar um valor máximo ou mínimo mais de uma vez. Se 
1 É uma função constante, então f(c) é tanto um valor máximo 
como um valor mínimo de f para indo real e 


20 Célio com Gara Amia Cap 4 
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[2o 
DI [I2 а “aa 


Valor máximo f() 
o 


mie fo) = 4 


Näo há mínimo de f em (b); se e é um número qualquer 
em (-2, 1), podemos achar um número а em (-2,1) tal que 
Flo) < ДӨ). Da mesma forma, não Má máximo em (c), € nem 
máximo лета mínimo em (3). 


EXEMPLO 2 


Sea Y= Doente de em 


ONE 013 
soLução 


A Figura 4.6 exibe partes do gráfico de f е es extremos nos 
intervalos dados. Note que f nio é contínsa em 0. 


Se D é o domínio de f, então os valores máximo e minimo. 
de f em D, se existem, são chamados máximo absoluto e 
mínimo absoluta de f 


1 
EXEMPLO Y fiz 
Seja Д) =4 ~x. Determize os extremos de f nos seguintes [I өн, 
intervalos: > , 
WaY 0649 (02 (043 
soLução 
A ма 43 esboça o gráfico de f (ems parábola, o qual a 
parte cheia corresponde nos intervalos (a)-(4). Os extremos em —- 4 
ada intervalo (denotados por Mx. c Min. achamse Indicados 
embaixo de cada gráfico. 
Mis: cta Mia nem 
* маш Meum 
: Figura 4 


EXETER 
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Teorema do Valor 
Extremo (43) 


Dotinição (4,4) 


Os exemplos precedentes indicam que a existência de 
“valores. máximos ou mínimos podem depender do tipo de 
intervalo e da contineidade da unção. O proximo teorema dá 
condições sob as quais uma função toma um valor máximo ou 
minimo em um intervalo. Para demonstração podem ser consul- 
tados texts de cálculo mais avançados. 


bet 


A importância deste teorema é que ele garante а existència 
de extremos se f ê contínua em um intervalo fechado. Todavia, 
ов extremas podem ocorrer em intervalos que não são fechados. 
e para funções que não são contínuas. 


Ineressar-nos também os extremos locais de f, definidos 


o nes 
abit (D совама a que ДӘ + рма tdo 
em (n). 


Usase o lermo local porque localizamos possa atenção em 

um intervalo aberto suficientemente pequeno contendo calque 5 
Jf tome seu maior (ов meno) valor em с. Fora daquele intervalo 
aberto, J pode tomar valores maiores (ou menores) 
usa se termo relativo em vz de local. Cada más 
Vocal é chamado m extremo local de f, e son tonlidade conti 
o que chamamos extremos locais de $. A Figura 47 ¡ostra 
vário exemplos де extremos Iocait. Como se vê, é possível um. 
mirimo heal ser maior do que um máximo local. 


Neste texto, sempre que empregarmos as expressões md- 
ximo de j e mínimo de f, sem incluiro aditivo local estaremos 
nos referindo aos valores funcionais da Definição (42). Se 
quisermes indicar os extremos da Definicio (4.4), acrescentare- 
mos sempre o adjetivo local. 


Teoroma (4.5) 


Corolário (2.6) 


Teorema (4.7) 


Os extremos locais em um intervalo podem a 

o ou mínima de f. Por exemplo, na Figur 
mínimo de f em [a,b], mas nào € um mínimo local, pois nio 
hé nenbum intervalo aberto contido em [а, b) tal que f(a) seja. 
o menor valor de f em T. 


En um ponto correspondente a um extremo local da função 
cujo grifico está na Figura 47, ou a tangente é horizontal ou o 
gráfico tem um bico. As coordenadas-e desses ponios sio 
números em que a derivada ou é zero ou não existe O próximo 
teorema mostra que istoé verdadeiro, de modo geral. А demons- 
tração pode ser encontrada no fim desta Sação. 


` Зе uma função f es usi extremo local em um número с 
“em um intervalo aberto, então ou /(с)=0 ou $1) não. 
existe. 


O que segue é uma conseqüéncia ie 


do Teorema (45). 


“Se f'(c) existe e f'(c) = 0, então f(c) não é extremo local da 
foo f 


Resultado semelhante a0 do Teorema (45) é válido para ов 
valores máximo e mínimo de uma função que é contínua em um 
intervalo fechado [a,b], desde que as extremos ocorram no intervalo 
aberto (a, b) O teorema pode ser enunciado como segue. 


uma, função € conimua em um intervalo fechado 
[a,b] e toma seu máximo ou mínimo em um ponto с do 
intervalo aberio (a,b), então ou f(c) «0 ou f(c) não 
"erit, 
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| 
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Definição (4.8) 


A demonstração do Teorema (4.7) £x mesma que de (45), 
com a palavra local опий. 


Decore dos Teoremas (1.5) є (47) que os números em 
ue а derivada ou é zero ou nio existe, desempenhar papel de 
relevo a pesquisa de extremas de uma função, Por esta raza. 
esses números têm um rome especial, 


Um número c no domínio de uma função f £ 


Se c é um número crítico de f tal que fle) 
deve estar em um intervalo aberto do domínio de f, porque о 
limite па Definição (3.6) existe, com а =e. Un número critico 
¿tal que f (c) não existe pode осопег em um ponto extremo do 
dominio de f. 


"Reerindo-nos ao Teorema (4.7), vemos que se [é continua 
em um intervalo fechado 0, b], сто o valor máximo e o valor 
mínimo de f ocorrem ov em vm ponto critico de f em (a,b) ou 
пез extemos a ou b de intervalo. É possível também que um 
nimero crítico c seja am dos pontos extremos da intervalo 
lo, b]. Se (a) ou f(b) é um extremo de f em fa b] é chamado 
extremo terminal Este conceito está ilustrado na Figura 4.8. 


Mis: fo) мазды [I 


Figura 45 Extremos de fem a, b} 


Diretrizes para determinar [y “DAE 
ов extremos de uma 
função contínua em f 


lab] (43) 


Da discussio que precede tenos о seguinte: 


eds e mios cics de fem 
2. Calcular fc par cda nimero eso e ado em 1. 
Nut o Su sem 
Lite vae LEUR o df co [A AOS 
"aiit sda da função caldo eundo е 3. 


EXEMPLO 3 


Se [бд=э° - 2s, determinar os valores máximo e mínino de 
fo intervalo fechado [-3, 5]e esboçar o gráfico de f. 


jiretrizes (49), começamos por determinar os 
de f. Diferenciando, 


E ека 248-2) 

Como derivada existe para todo xo únicos números cos são 
aqueles em que a derivada é zero — iso é 2 2. Como fé cont 
e [-À 5], Segue-se de nossa discussão que оз valores máximo с 


minimo estio entre os números (2) J(2), f(-3)e f(5 Calculando 
Cases valores (ver Diretrizes 2e 3), obtemos o seguinte quadio 


ааах | Clasifcação dex | Vater de to | 
з |Nimevemde) | JCn-1 
2 [nieces | 19-16 
эз emma | geao 
s Emme kso | 1065 


Segundo a Denke 4, o alor imo de f em [3,5] 60 menor 
Válor funcional 2) =-16, є o valor máximo é o ponto extremo 
J6)-6. 

A Figara 49 6 um esbogo de f, cm escalas diferentes pra 
os cios хт у. A tangente € horizontal no pon correspondiente 
ca ша dos números ricos, 2 e 2. Segue se do que vimos 
та Seção 44 que [(2) = 16 é um máximo local de f, al con 
indo pelo gráfico 


Não É гиз suosderem referências icones aon valores 
o minio cone 
ou тїнїн), 


máximo € mínimo, No Exemplo 3, pote qp 
em 1-2, € о mínimo € /(2) 16,0 mb 
e o máximo é (5) = 65. Vara prc 

não basta procurar o valor de £ 
completar o problema colculando o valor da função 


е осте, È pre 


EXEMPLO 4 


бе f) = (х = 1) 42, ache os valores máximo e min 
SRL ice lo d. 


[££221223223113212221123232222222222222-— 


von | 
O ta 
Pe 

2 


solução 
a 6d 
Tm 
roer? 
Fara achar os némeros cos, rotemos que $) 0 para todo 


xe que f(a) não existe em x= 1, Logo 1 É о único número 
айко em [0, 9). 


“Tabulemos nossos resultados como no Exemplo 3. 


Extremo de [0,9] 
Extremo de (0, 9] 


Assim, plas Diretrizes (49), f tem «m mínimo f(1)» 2 e um 
máximo f(9) =6 no intervalo [0,9] 


© pico de f ема esbogado na Figura 4.10. Nae que 


Cono f contínua em x = 1, o gráfico tem em ponto de reversão 
em (1, 2) pela Definição (310). 


“Vê-se do Teorema (45) que se uma fusco tem um extremo. 
ис, ctio бете ocorrer em um número critico; entretanto, nem 
todo número critico conduz a um extremo local, conforme 
ilustrado o exemplo segunt, 

EXEMPLO 5 

Se fi) =z, prove que f айо tem extremo local 

soLução 


O gráfico de f consa da Figura 4.11. А derivada é f) 
que existe para (одох é zero somente para х = O. Сопвейеп- 


temente, Û € o único número crítico. Todavia, se x «0, então é — 


negativa, e se > 0, então Да) € positiva, Assim, (0) não é nem 
máximo nem mínimo loca. Como um extremo local deve ocorrer 
em um número erica (veja o Teorema (4.5) segue-se que f 
não tem extremos locais. Note que а tangente é horizota е сопа 
о gráfico no ponto (0, 0). 
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Por vezes é bastante laborioso determinar cs números 
criticos de uma função. Nos dois próximos exemplos determi- 
iremos esses números para funções mais complicadas co que 
“as consideradas até agora, Poderíamos novamente usar as Dire- 
true (4.9) para determinar extremos em um intervalo fechado, 
mas asim estaríamos sendo repetiivos. Nas Seções 43 e 44 
discutimos métodos para determinação de extremos locais de 
uma função, utilizando números cicos e derivadas. 


EXEMPLO 5 

Determine os números crios de f se 
ло) Ge PT 

SOLUÇÃO 

Diferenciando f)» (x + SP 4)^, obtemos 

RE t e-4) 


Para achar os pontos criticos, simplifiquemos f'(x): 


f= 


d 


Logo, f) «0 sex =-5 ou x=". A derivada f'(x) não existe 
em x= 4. Logo, f tem tbe números criticos -5, }, e 4. 


EXEMPLO 7 


Se fla) = 2 sen x + cos 2x, determine os пйпегов críticos de f 
que eso no intervalo [0,24]. 


SOLUÇÃO 
Diferenciando f(), temos 
Го) =2.cosx—25en 2e 


———M تھا‎ 


= — - 
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FU) -3 ese sen coax  EXERCÍCIOS 41 


=2e0sr(1-2sens) eres, 1-2: Use o gico para estimar o máximo 3 y 
absoluto, o Méximo absoluto e os extremos eais 


A derivada existe para todo x, e fx) = 0 se sen x эў 


оох = 0. Logo os números criticos de f то intervalo (0, 2л] são 
л, 56, д0 e 32. Na Serão 44, Exemplo 7, voltaremos a 


esta função e eshogaremos o seu gráfico. 1 y 
DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA (1.5) 
Suponhamos que f tem um extremo local em c. Se f'(c) não жы 
existe, вдо há mais nada a demorstrar. Se f (c) existe, então 
ocorre precisamente um dos casos seguintes: t 

Oro (f()«o (u)f(c)-0 * 
Chegaremos a (iii) provando que nem (i) nem (ii) podem ocorrer. 
Assim, sipochas 709 > O Aplicando Definição (3.6), vem 1062 man 

re tim (OO „о, 2 p Oan H- 
e daf, pelo Teorema (26), existe um intervalo aberto (a, b} " 
contendo c tl que a 
у= д) 
LEON =n 

pera todo x em (a, b) diferente de c. A última desigualdade Al Г 
implica que ae a «x «b е же e, então f(x) f(c) o x—e são dis z 
ambos positivos ou ambos negativos: L 


f()-fe)«0 sempre que х-с<0 
fe) [(©)>0 sempre que х-с>0 


Equivalentemente, se x está em (a,b) € к= с, 


Exercicios 34: Use o grifico рма estimar os ex- 
emos de f em cada intervalo. 


305) 064 
ORD (0103 


. esp ap 
So) esto) sempre que xee 
J ЙӘ sempre que x> ¢ 


Segue-se que f(e) não £ nem máximo local sem minimo local 
de f, comrariamerte à hipótese. Consequentemente (1) não pode 
ocorrer. De modo análogo, a suposição de que C) <0 leva a 


Estres. $4: Esboce o gráfico de f e determine os 
extremos em cada intervalo 


uma contradição. Logo (Ш) deve prevalecer, e o Teorema está 5 fee 
demonstrado. 
ens man 
Y ө ө» wes 


222222323222222222*?2?2?*?*229 
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^ dna 
wma woa 
oaa ww 


J» 110 Ache os extremas de f no intervalo 


T se2 рап 
TN ul 
ТЕЕ ELS 
A д 

Yee 14-36: Ache ox números оббоз: da fumo 
АЯ 

зө оваа 


А зй r47 
M Ho) e Ye 


Wine» en 


VI 
m 
пема (n - STR 
төз ci 
nne? Vas 
n 


Mal ren re WE ent 
СТО 


T€ 


эдд-ү нк 


DONT + sendo 
Me IS 
E cx 


Ot aE 


Fî @) Se fû) =a”, prove que é ойи número 


cia de f que f(O) ão é extremo local, 


0 Se fo), рине qoe é o nico ашке 
caco qu О) E ча mino oct e. 


28 Se fla) s], prove que 0 é o único nime 
rio de f, que (0) É mínimo kal de e que 
ático de f nio tem tangente em (0,0) 


тсз 39-40: (a) Prove que f nào tem extremos 
enis. (b) Esboce o gráfico de f. (c) Prove que f € 
conta ss (O, D ines aio leo méxico mom 


mimo м. (д) Explique por que (c) não entrado 
erem (43) 


aura asd 


6 


41 (a) Prove que um polinômio de f grau não tem 
extremas no intervalo (a, а). 


(0) Discuta os extremos de f no 
doped 


42 Se fé uma função constante (a, B) um intervalo 
abato, prove que f(e) € tanto um extremo local 
como um extremo absoluto de f para todo nûr 
Tocem (o, D) 


erva fecha- 


43 Se € a função malor Into, prove que todo 
número é um mimero айю}. о 


44 Deinames f pelas condições: JÛ} = 0 se x é 
rióonal ¢ (= 1 se x é асіна) Prove que 
тоб mirero é número eritin de f 


48 Prove que uma função quadiitîea em exatamente 
um mimeo cíico em (n). 


46 Prove que uma função polinomial de gray 3 tem 
doe, um ou nenhum número єнїкө em (o, =), 
+ esboce um pá ico que Ilustre como cada am. 
desses cos poe ocomer 


47 Seja jlx) = рап um inteiro positivo n. Prove 49 Ja) =x +3 =2e+ E,1] 


que J tem um cu nenhum extremo local em ] 
dependendo de n ser ри ou impu, — 50 f(9) 
respectivamente; eshoce um gráfico ilustrando 


[2 


Cada caso. 


48 Prove qoe ema feo polinomial de proun pode 
Rot eene decis em si flyn O 132] 


BB Exercícios 4950: Faga o gráfico de f no intervalo. — $8 AA) = xren xeos 


жит tel 


лег, 5150, Gre f no intervalo dado e ue o 
gráfico pars estimar os námesos rico de f 


Pacos. Ra 


dado e use-o para estimar os extemos de f. 


42 O TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


А determinação dos números ou pontos criticos de una função 
pode ser às vezes extremamente dificil. Na realidade, não há 
garantía de que os números criticos sequer existam. O próximo. 


teorema, atribuído a0 matemático francés Michel Rolle (1652- 


1719), dá condições suficientes para a exiabncia de um número 

tico, O teorema refere-se а uma função f que é continua em 
um intervalo fechado [a,b], difereciável no intervslo aberto 
(a,b) e satisfaz a condição fia) = f(0). A Figura 412 exibe 


Teorema de Rolle (4.10) 


Deere 

f : 
Ж ny 
i үт 


Pelos esbogos da Figura 4.12 é de espera-se que exista 
pelo menos um número c enre а e b tal que a tangente cm. 
(ele) seja horizomal, isto é, f (c) 0. Esta é precisamente a 
conclusão do teorema de Roll 


difesenciáxel bo intervalo aberto (a,b) e зе f(e) = fO) 
então (e) = O para ао mesos um número cem (s, D) 
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Corolário (4.11) 


DEMONSTRAÇÃO 


A função f deve enquidrarse em pelo menos uma dee três 
Categorias seguintes: 


@ flx) = (0) para todo x em (a, b). Neste caso, f Е uma 
função constante €, dat, f'(x) = 0 para todo x. Conseguen- 
temente, todo número c em (e, b) é um número crítico. 


00 д) > f) para algum x em (a, b). Neste caso, о valor 
máximo de f em [a, b) é mior do que f(a) ou ДВ) e, 
assim, deve ocorrer em aum número ¢ no intervalo aberto 
(e, b). Como a derivada existe em todo (4, b), concluimos, 
do Teorema (47) que P(e) -0. 


O) Ла) « fe) para algum x em (a, b) Neste caso, o valor 
mínimo de f em [a, b] € menor do que f(a) ou f(b) ¢ 


deve ocorrer em algum admo c em (a,b). Tal como em 


79-0 


SET dona ент interro achado [a,b] e se 
fo 7 ет oo menos om ponto critico no 


DEMONSTRAÇÃO 


Sc f año existe em algum número c de (a, b), pola 
Definição (48), c é um número crítico, Altemativamente, se 
У exise em todo o (a, ), endo, pelo teorema de Rolle, existe 
um número crítico, 


EXEMPLO 1 


Seja la) = dé Mer + 29, Mostre que f satisfaz as hi 
teorema de Rolle no Intervalo [1,4], © determine todos os 
números reais c no intervalo aberto (1,4) tais que fe) = 0. 
Insure оз resaltados graficamente, 


soLução 
Como f é uma fiação polinomio, & comía e cifereneidvet 
para too x Em particular, € contínua en [1,4  ciferenciável 
em (1,4). Além daso, 

0-4-2042 ~13 

I= 61-80 42913 


e, da, FC) = J(4). Assim, f verifica as hipóteses do teorema de 
Rolle en [1,3]. 
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Diferenciado a), temos 
fei se-20 
Fazendo f'(a) =0, obtemos бу = 20, ou x $ Dat 
fü) е а 


A Figura 413 € o gráfico de f (ama parábola). Como 
FU3)-0, a tangente 4 horizontal no nice ( 


Conquanto о teorema de Hole seja interessante por si 
mesmo, sus principal aplicação ceniste na demonstração de un 
dos mals importantes огепа de cálculo: o teorema do valor 
médio. Mais adiante usaremos este teorema para estibelecer 
muitos resultados fundamentais do cálculo. Para mosirar a 
significação gráfica do teorema do valor médio, seja f uma 
função arbitrária continua em [a, b] e diferenciável em (a,b) 
(possivelmente (a) = (b). Consideremos os pomos Pla, fía) 
© QU, f(b) no gráfico de f, conforme ilusrado em qualquer 
dos esboços da Figura 4.14. 


E) 


Se f’ exis em todo o intervalo aberto (a, b), etão tudo 
indica que exis ao menos um ponto T, fc) o grifico em 
que э шеше é pela sean l,, por e Q Em termos 
de coeficientes angulares, 


к AN 


Mulúplicando ambos os membros da última equação por 0 = 
obtemos a segunda fórmula do orema do valor médio. 


-*egeg22229272717371727171?1$272121271722222242424- 
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| Teorema do 
valor médio (4.12) 


DEMONSTRAÇÃO 


Pam x arbitrio no intervalo a, b seja gla) a distância vertical 
(соп simil) de secante fn, 30 gráfico de f, conforme Hustrado 
| па Figun 4.15. (A expreso distância сот зіла! significa que 

B(A) é positiva ou negativa, contorme о gráfico de f esteja acima 
ow abaixo de 1, respectivamente) 


que, se Тс, (c) € um ponto em que а tangente 1 
сизо a distância (с) ê um extremo local de g. 
sugere a pesquisa de números críticos da função g. 


Polemosobteruma fórmula para g(x) como segue. Primei 
so, pela forma "pont-cteicente angula 
secante lg é 


—— 
уч), BRA y 


Conforme ilustrado na Figura 4.15, до) € a diferença entre as 
distâncias do eixos ao grifico de f e à reta Jpg isto É, 


^e] 


 Aplicarenos o teorema de Role para achar um núnero 
rico de g. Notemos pámeiro que, como f é continua em 
Ta, b] e diferenciávelem (e, b), o mesmo é verdade рап a função 
o Dilerenciando, obtemos 


sono- 


POTES 
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Além disso, por subsitvição dieta, vemos que 
sta) = к(®) = O c, da, а função gsatisfaz аз hipóteses do teorema 
de Rolle. Consequentemenie, existe tm número c no intervalo 
aberto (a,b) tal que (с) = 0, оз, equivalentemente, 


па MA o 


A última equação pode ser excita ns formas indicadas ва 
conclusão do teorema. 


EXEMPLO 2 
Se f) =} +1, mostre que f verifica as hipóteses do teorema 


em (-1,4) que satifa 
resultados graficamente. 


soLução 


A função домеа f & contínua em [1,4] e dire 
Cl, 4) logo, pelo teorema do valor médio, exis um 
1,4 tl que 


LI. 
a 


Con f(9) = 5,0) = e f'(x) е La, emos 


Asim ced. 


O grático de f uma parabola) esti esteçado na Figura 
416. Os pontos PÉ, ) e Qd, 5) corresponden sos pontos 
estemos do intervalo [-1, 4}. О ponto 3, E ) é obtido fazendo 
£=} e ёо porto em que a tangente | é paralela à secante y, 


EXEMPLO 3 


Se [)=?-Вс—35, mostre que f satisfaz as hipóteses do 
teorema do valor médio no intervalo [1,4] e delermine um 
número с no intervalo aberto (1, 4) que satisfaça а conclusio do 
teorema, 


280 Cult com Gowers rats 


PT! 


SOLUÇÃO 

Como f é uma fenção polinomial, é continua c dferenciáve 
para todos os números тей, Ет pariculas, 6 continua em 
ÍD, 41 e dierenciáei no intervalo епо (1, 4) Pelo teorema de 
valor médio, existe um número c em (1,4) tal que 


LOSION 


Como f(4) «27, (1) m12 & f] = 3-8, sto equivale a 


GD saca, om васала 


Assim, с = 7, ou с = 2 VT. Como — VT não está no inervab. 
(1,4),o minero procurado ёс =У7. 


O teorema do valor médio € também chamado teorema da 
média Em estatica, о termo média designa o elemento 
representativo de uma coleção de números. A palavra tem 
conotação semeltante na expressão teorema do valor médio. 
Como ilusinção, se um ponto Р se move numa reta coordenada 
є se a) denota а coordenada de Р na instante 1, entia, pela 
Definição (32, a velocidade de P durante o intervalo de tempo 
[rn 


(b) - s(a) 
b-a 


Pelo teorema do valor médio, esta velocidade média é Igual à 
velocidade $(c) em algum instante c entre ae b. 


EXENPLO 4 


O velocímetro deum aotomável registra a velocidade de 50 kl 
quando cle passa por um marco quilométrico so longo da 
rodovia. Quatro minutos mais arde, quando о automóvel passa 
por um segundo marco а 5 quilômetros do primeiro, о veloci- 
metro registra 55 kuh. Use o teorema do valor médio para 
provar que a velocidade excedeu а 70 km/h em algum instante 
enquanto o automóvel percorria a distância entre os dois marcos. 


Cap pls dei т 
^ SOLUÇÃO 


Podemos aliti que o automóvel esteja se movendo зо longo 
де uma estrada reilinea com os dois marcos quilométicos A e 
В conform ilustrado па Figura 417. Seja £ o tempo (em hons) 
7 decorido após o automóvel passar porA, e 0) sua distância de 

A (en quilômetos) по instante t Como o astomóvel passa em 


Supondo s uma função difrenciávl, c aplicando o teorema do 
valor médio (412) à, com а = e b = mostra-se que М ша 


instante c no intervalo [, 3 J emque a velocidade do automóvel 
(JÊ de15 nh. Nole дис а velocidade mA ou B é irrelevante. 


REG. 12: Use о gráfico de f pam estimar os 2 y 
nimeros em [1 10] que verificam a conclusão do 
enema do valor médio. 


сеа 


T seres. ЗА Мане qe айна as ipla do 
"enema de Role cm (0,0) e demie to ex 
Dime cem (8) tis que =. 
з йдеш om 
کسه‎ — pun 


(Jiti aa 


ЕЛ сы 
[T] 
LN 


ne e atia as ipse do 


ЖУ) 


бшем!з qui 
ТЕШЕ ПЕ] 


ило y юа 


una} toa 


| Murla 
NAS 


Wo) M eh d 


| [UE 
MW fole ides 


| ro 


ngu 


D je ds 


n) 


ТЕ? [27] 


Me (0 [a moste que ДЫ) =/0) mas 
1 10) 0 ars lodo nimeto c по intervalo aberto 


(11) Vor que ito nã contradiz o teorema de 


J he Hi) 5 Ne- 1P, moste que O) = ту 
es c) para toda número no петао alero 
17) Mi ue ecoa o cima de Role? 


TI Ne и), prove que nio hê enhu número 
үш al que Да) SU) (OA), Por 
q blo io сагада o teorema do valor médio 

ado ao уо 1, qj 


— 


Сар Aplicación de diva эт 


эй Se é a ção major nt e se a ¢ ha renis “S 
ais que Daz, prove que não М nenhum 3 


úmero re c tal que fi) fi = fe 0) 
Por que isto nio contradiz o teorema do valor 
p^) 


29 Se f è uma fongi lineas prove que f айыл as 
hipóteses do teorema do valer médio em todo 
intervalo fechado [a,b] e que todo número с 
satisfaz a conclusio до коена. 


30 Se f É uma função qurita e [a,b] é um 
nero fechado prove que precisamente um 
mime с no intervalo (a, Б) зааг conclusio 
do temema do valor meio. 


31 е f é una função pollnonlal de gra 3 e 
[a,b] € um intevalo fechado, prove que no 
máximo deis números em (a,b) бет a 
conclusão do teorema do valormédia Generale 
para funções polinomisis de grau айти n. 

32 Se fé um poimmio d grau 3, aeo teorema de 
Rolle para provar que f em no máximo oe eros 
кай, sena о reaitado a polla de griu n. 


Exerci, 3940: Use o teorema do valor médio 


33 Se fé continua en [aH e Р) O pan todo 


xem b), prove que f) = para algum número 
тык 


Ме se fle) =c partodo x 
(a) = cx vid panum res d. 
35 Uma etd eine de SO ka ga duns cidades. 
A B. Prove que é impossivel viajar de À з D de 
automóvel, em exatamente una hor, sem que о 
velocimetro regis 50 ka 20 menos uma vez 


36 Soja tera (em) so instante (eun bos). 
Se в tempera está decrescendo; endo dt € a 
aa de теў A maior viação da tempera 
fura durante um periodo de 17 ora ocom em 
Menta em 1916 quando а temperatura сын de 
44°F para SF, Mostre que а taxa do паа 
mento excedeu FD em algum instante durante 
ıo periodo d varii. 


3 Se Wilenots o peso (em quio) de un individuo 
© 1 denota o tempo (em тезе), emo didt € a 
sa e ganho o perda de peso (em ki), O 
code de perda de peso é uma redução de 
220 dy para 60 kg durante um periodo de В 
neses. Моше que а taxa de redação de peso 
excedeu 20 kg emalgum tempo durame o periodo 
de oia mess. 


38 Асри йа О e um copar nena de 2. 18:40 piov que TTE 13А раа A> 0. Quei 
vico para 10 rilcolohs em 15 mi s TADOR 
Aplique » teorema do valor médio com 
emm Moe qe тни АО sedes АРИ 2 А 
атра em algum instante dirante сше culo petens 
nero de tomo (ht рӯн Leoni) peres 142: Orate nos ncimoeisos coordenados 
аа cd y-J pa Ozel e à rea ра (LO) c 
39 Bove que tee e no rea aa o ео parco par Etna ea носна em 
10 1] qoe satisfazem a contusão do teorema do var 


ТИТЕ 
Sage: Aplique o teorema do valor médio 
анса At одада 
sies cux 


MET 


4.3 O TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA 


Nesta seção mostraremos como o sinal da derivada f! pode ser 
usado para determinar onde uma função f 6 crescente e onde é 
decrescente. Esta informação permitirá lassficarmos os extre- 
mos locals da função, 


O gráfico de у= f(x) па Figura 418 indica que, se o 
coeficiente angular da lingente é positivo em um intervalo aber 
1Gsto£, se f'(x) > O pua tado x em 1) então f € crescente em 
|. Da mesma forma, se о coeficiente angular É negativo (isto , 
з Г) <O), então f é decrescente, 


Tra roo rao гео 


descent ` ferem Jerte [мны 
Figura 418 


O fato de essas observações intuivas serem verdadeiras é 
uma consequência do seguinte teores. 
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Teorema (4.13) 
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) dud PE 


и 


DEMONSTRAÇÃO 
Para provar (i), suponhamos que f(x)>0 todo x 
ia e comido nios н ты ТА 
We e Quemar mor qi fr) Йе}. Ашы 
dese d valor bdo (12) aid ba mn 


б-ге) ol, a) 


ara algum е no intervalo aberto (e, 3). Como x,-1,>0 e 
como, por hipótese , f'(e)> 0, o aumento direito da equação 
prévia é podivoisto é f(x J) > 0. Logo f(x) > fix que 
é o que queríamos mostrar. A demonstração de (i) é análoga 


Pode-se também mostrar que se f'(i) >O em tado um 
intervalo infinito (e, a) ou (9,02), então f é crescente em 
eco, 0] ou [b, o), respectivamente, desde que f seja сотта 
ess док Restado аро vale pira Toten decr 
tentes se fs) < 


Para aplicar о Teorema (4.13), devemos determinar nt 
vals em que f'(x) € ou sempre positiva ou sempre nepal 
Fara tanto, o Teorema (2.7) € tl. Especificamente, sea derivada 
1, £ continua e não tem zeros cm um intervalo, estão ou 
Т) > 0 ou f(x) <O pura todo x по intervalo. Assim, te eseo- 
Thermos qualquer número E no intervalo c se f0) > 0, então 
ТО) >0 para todo x no intervalo. Da merma forma, se 
1@)<0, então f(x) «0 em tado o intervalo. Denoninamos 
TUO um valor de teste de 7а) para o intervalo 


EXENPLO 1 
Se fü) e dioses, 


(a) determine os intervalos em que f é crescente e os intervalos 
em que f é decrescente. 


(0) ça o gráfico def. 
SOLUGÁO 


(a) Primeiro diferenciemos ffa) 


TS) 

Pelo Teorema (4.13), basta achar o» intervalos em que 
ГӨ)» (eos em que f'(a) <0. A forma fatrizada de f(x) ¢ os 
números críticos —} e 1 sugerem os intervalos abestos 
Cx (f, 1), e i). Em cada um desses intervalos, f” 6 
continua c não tem zeros; portano, e tem o mesmo sinal em 
todo o intervalo. Este sinal pode ser determinado por um valor 
de teste adequadamente escolhido, 

A tabela a seguir exibe nosso trabalho, Os valores de А 
foram escolhidos de acordo com а conveniência. Escolhemos 
=-2 em (-ә,-}), mas poderiamos ter escolhido qualquer 
ou número, como -3 ou 10. 


(0,2) 


À pem=s>0 | rms | o 


+ a + 


У crescente | f é decrescente | fé crescente 
Ц ce) | еа, | mme 


(Ы Cono auilio para о traçado do gráfico de f, determinare- 
mo оз interceptos- resolvendo а equação f(x) = 0. Como 


p 
ТЕЧЕ) 
(8-51) 


“vemos que os intereeptosx são VS, -VŠ ¢ -1. O intercepto-x é 
JO -5 Os pontos correspondentes aos números críticos são 
(1,2) e (L-8). Grafindo esses seis ponios e usando a 
informação da tabela, tese o gráfico de f (Figura 4.19) 


Vimos m Seção 4.1 que, se uma função tem um extremo 
local, então ее deve ocorrer em um número critico; entretanto, 
mem todo número crítico conduz a um extremo local (veja o 
Exemplo 5 da Seção 41). Para achar ов extremos locais, 
começamos por determinar tados os números cíticos da fencio, 


КҮҮЛҮҮ" 


Tonto da derivada 
primera (3.14) 


T] 


Em seguida, anos tdo o tetos cs рий determinar 
a ccorrtncia, ou nio, de um extemo beal. Hê vos métodos para 
rel cost. O rema soe baseia-se no tie do sal 
da derivada pimet de f. No enunciado do teorema, а expreso 
1 poss de posta paia negata em c sinite que exis um 
intervalo abeto (a, ) contendo e tal que f'(x) >0 se a x< се 
T) «0 se e <x «b. Silca anilogo apice às expressões 


DEMONSTRAÇÃO 


Se $" passa de positiva а negativa em c, ent há um intervalo 
aberto (a,D) contendo с il que f'G)»0 para а<х<с e 
(®) <0 para с <x < b. Atm disso, podemos escolher (a, b) tal 
е f seja coníma em [a, B}. Logo, pelo Teorema (413), J é 
crescente em [a, ¢] e decrescente em [c D]. Assim, (e) < f(c 
gura todo x em (e, b) diferente de c; isto é fe) € am míximo 
cal de f. Isto prova (). Demonstrações andogas valem para 
СЕЎ 

Para Jembrer о leste de derivada primeira, considere os 
gráficos das Figuras 420 e 421. Para um máximo local, o 
coeficiente angular f'(ı) de tangente em Р(х, fa) é posiivo se 
4<e e negativo se x>e. Para um mínimo loca, ocorre о 
contrário. A Figura 422 ilustra (i) de (4.14) 


o % 

Я s “ 
IN ооло 
| f yer 
AA Cha 4 $3 


Figura 420 Miximo ll fa 


Figura 422 Jle) o € extremo local. 


EXEMPLO? 


Se fi) ei? Se -5, determine os extremos lois de f. 


sotução 


Exemplo 1. Os números criticos 
la m Exemplo 1, que o sinal de 
f) pasen de рой menta pasando 
Ter $ Logo, pelo tese da derivada primer, tem máximo 
raten - f. Este valor máximo é fÍ-1) = у (veja a Figura 419) 

Em 1 ocorre um minimo ocal, pols о sinal de f'(a) pass 
de negativo para positivo quando xaumenta passando por Est 
valor ninimo € f(1) = 8. 


EXEMPLO 3 


Se До) =а”ЧВ-—а) , determine o extremo local de f e ace o 


tráfico, 
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Cup 4 Aplicações do dendo 239 


Tigura 425 


SOLUÇÃO 
Pela regra do produto, 
PEB: 


2ے 8ے 
Cum tm‏ 


Logo, os números ico de f são O 2. Cono no Exemplo 1, 
beige qe solda a ol de om ende rri dn 
intervalos (~o, б), (0, 2) e (2, =). Como f’ ё contínua e não tem 
serem nehum denen ineo, podemos determinar o sinal 
de Го) empregando um valor de tre adequado 7 (8. No é 
preciso cala famen fy tdo o que nercasitmos é 
conhecer su sial. Assim, se scohermos k = 3 em (2, então 


tino Logo, f(3) <0, conforme se pode ver 
pela abel segunt 


Como f é continus em x= 0, o gráfico tem tangente vertical em 


(9,0) pela Definição (39). 


РИТУ 
Se f(x) = Pe — 8), ache os extremos locais de f, e trace o gráfico. 
sotução 
Aplicando a regra do produ obtemos 

ge O 860m)‏ کار 
Os números fics ss suse de 2 =0 e 17 0,10 é‏ 
e V2. Isto sugere determinarmos o sinal de f(x) em cada‏ 02,0 


dum dos intervalas (-=,-У7), (2,0) (0, VZ) e (V2, ж). Tabu- 
Jando nossa trabalho como em exemplos prévias, obtemos: 


ne + ‚ 8 
СИЕ ВГ y е recent | é стесем |f é decrescente 
[КЕТОН em Cao) | ето 0,2] | emi 


Pelo teste da derivada primeira, f tem máximo local em 2, 
pois f passa de posiiva a negativa em 2. Temos, pois, 


м, local: f(2)- 2/82) = 61716. 
A fungo мо ten extemo em Û, pois f no muda de sinal em O. 
Para traçar o gráfico, grafams primeiro os pontos corres- 
pondentes os números erica. De (9) (8-3) vemos que 
os dtercepos do gráfico sã 0 е 8. O gráfico está bocado 
na Figure 423. Note que 


Lu 


(=) eno [327 ene 
eo | бэ (5) 2 a 1 2 
a 1 3 senso | feno го)»о 
reo | raro | roso Я + E * 


fé decrescente | fé crescente | fé decrescente | f ê crescente 


“em (че, 


va | emo] | emva | envie) 


Pelo teste da desvada primeira, tem mínimos Joca em 
NT e VE e máxima local em 0. Os valores funcionais cones 
pondentes nos dio os seguintes resultados. 


Máx, locat(0)=0 
Min. tocat fV) = (VI) = 63 «1,6 
Note que f'(0) são exite, Como 


аг) e tm d 


e como f é contínua em x= 0, o gráfico lem ponto de revendo 
em (0, б), pela Definição (310) 


A Figura 424 apresenta o gráfico de f 


PETITTTTT?2221727222222224229 4222 22 ө 2 2 - 


rm 


[o 


EI 


Recordemos de (4.9) que, se uma fuação f € contínua еш 
um intervalo fechado [a,b] e se quisermos os valores máximo 
© тїшї, endo, além de detesmirarmos os extremos locais, 
devemos calcula os valores f(e) e ДЬ) nos pontos extremos de 
intervalos a, b], O maior número, entre os extremos bcais e os 
valores fa) e f(b), é o míximo de f em [е, Б], O menor desses. 
números é o mínimo de f em fe, В], Para ilustrat essas observa- 
бе, consideraremos а função discutida 20 exemplo prévio e 
resringiemos nossa atenção а certos intervalos. 


EXEMPLO 5 


Зе f(x) = 22º (è — 8), determine os valores máximo e minimo 
de f em cada am dos seguintes intervalon 


ПИЕСИ 


O gráfico no Figura 4.24 indica аз extremos locais cosintervalos 
em que f é crescente ош decrescente. A Figura 425 ilustra a. 
parte do gráfica de f que corresponde a сайа um dos intervalos 
9.0 (©). 


La GEE] 


 blemosa seguite tabela {verifique 


Xu z LI 
"aie vé ^ ator iso | Valor Mário = 


pul fen 


KORI 


Ea ESSES 10d 


Ba | ga CN 


ب وملام 4 چ 


Note que, em alguns intervalos, o valor máximo ou valor mínimo 
de f é também um extremo local; em ostras intervalas, isto não 


EXEMPLO 6 
A Figura 426 é o gráfico de y=} x+ sen x para -2л ах 20, 


Detemioc e coordenadas do pontos A, B, С e D, que corres. 
rendem a extremos locais. 
SOLUÇÃO 
Fazendo fg) = + sen x e diferenciando, temos 
fi)» Lions 
Os extremos locas ocorrem se i) =0 so €, se 
}+анх=0 ou онх 
As soluções da última equação em [0, 2л] são 2n/3 e 4943, Estas 


São as coordenadas de С с D. Por simetria (em relação rigen), 
эв coordenadas-x de À e В são -AB em 2n. 


Poderhmos адот aplicar o teste da derivada рей: 
davis, pelo gráfico, é eviderte que os pantos A e C corresponden 
A máximos locais e os pontos Яе D correspondem a máximos locais 
A tabela seguinte dà as coordenadas desses pontos. 


Ponto 
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kXERCÍCIOS 43 


Exeres, 1-16: Determine os extremos locals de f e 
os inervalas em que f € crescente ou decrescente; 
estoce o rico de f. 


1 mesm 


à fito 
з I-22 
4 fied caes 
5 fein 
7 fa) mea 


79 perae 


ES 
ала-ала 
m feats? 
امار دد مقر وارد‎ 
n foy VEA 
u foi Maca 
аләм 
16 VF 
кена. 1722: Determine os extremos cals de f 
em de e o sbinavals em que f аса 
Su decrescente. Faça о gái de J. 
JO fot cmzamaz 18 Scores 
A 


зї Y= demax sene. 22 fie) o Done conde 


Freres, 2328: Ache os extremos locis de f. 


mpg MD AZ 

=e 28 fee- 
E چ‎ 

"0-5 a 


Exerc, 29-32: Ache os extremos locais de / no 
intervalo dado, 


29 16) 


[s] 


30 fl) сонде 46,506] 
заш 
32 foa ciues, 


Fora] 

atu] 

Exerc 384; A fa exibe o máfico da equação 
para 2a єх 42x, Determine s corderadas ds 
pocos correspondentes a exiemos locas 


Р 
i 


ene 


му 


Enero, 25-40; Ese ө рй» de uma lação 
dilerenciivel f que satisfaça эз condições dadas: 


35 f(0) «3; (2) -J) =: /0) nio defida; 
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CENTET ETET 


[@<0зех<-1вб<х<1 
36 [@)=5; fi) = 0 F (S) tod, 01-0: 
fisso ce3on1» Sa) <йзе3<х<5 
3 9-5 NON ry r6) «0 
fd» sex eon xS 
WAOS CASO) 
FEA“ [0)- f) «0; 
Генов aer mre 


Ose Seres 


f'ü)e0gre-2000ex«2 
39 fj) «4 f(0) 0: 9=-& 
FES“ [0)- SS «0; 
гөз ж [s 23, коме 0e] 


DER 
TG)» O para tolo vo x. 


Я 


чакага. 41-42 Grate f em L2, 2). (a) Use optica 
estimar as extemos locais de f. 
10) Ese onde f ¢ crescem ов decrescente. 


Piscas 


E 


алә 


(EEx. 43-8: бий У em [-1,1]. Estime as coor- 
dede dos extremos Mi de f «ceci ема 
extreno local. 


DAS Ti econ 


mn 


4.4 CONCAVIDADE Е O TESTE DA DERIVADA SEGUNDA 


Na seção precedente utilizamos o sinal da derivada f! para 
determinar onde uma função f era crescente e onde era dectes- 


ceme. Азори 


nte, podemos usar o sinal da derivada segunda 


Fº pus determinar onde а derivada º é crescente e onde & 
decrescente, Especificamente, se fi)» 0 em um intervalo 
eto], então fs) crescente em io €, o coeficiente angular 
da tangente во gráfico de aumenta com x (veja a Figura 427) 
Diz se endo que о fico € côncavo para cima. 


У А 
У p 
refe 
om CF —— pace га 
Paine Гане 


Figura 427 Orifcoctacavo ara cima 


Figura 428 Gráfico chuc pa so, 


Borinição (4,16) 


Testo da Concavidade (4.16) 


mea Alca Cop 4 


~ Aplicando o este da concavidade (416) obtemos о seguinte: 


Se ЈР) «0 em um intervalo aberto I, endo (o) € 
decrescente em. Neste caco, o coeficiente angular da tangente 
ao gráfico de f decresce quando x cresce (veja a Figura 4.28). 
Diz-se então que o gráfico é côncavo para baixo em 1. 


Pode-se provar que, по caso da concavidade para cima em 
um intervalo, о gráfico está acima de toda tangente (veja a Figura 
427) е, a concavidade рага baixo, о gráfico сий auio de toda 
angente (veja a Figura 4.28) 


O próximo teorema é um novo enunciado, em termos de 
concavidade, do que dissemos acerca do sinal de Г Ча). 


Se fla) э? + - —5, determine intervalos em que o gráfico 
de f é côncavo para cima cu côncavo para baixo, e ilustre ов 
resultados graficamente. 

SOLUÇÃO 


A função f já fol considerada nos Exemplos 1 ¢ 2 de Seção 
precedente e está representada па Figura 429, Como 
fi) «38 42-5, 


Гобса зка) 


Logo, [')<0 3х1 <0- isto é, sex <- }. Analogamente, 
Го)» 0sex> 


» 
to) 
` i para baixo cima 
P i ма 
Estes {мок acham-se usrados а Figura 429, onde Pé o 
сє FM conmo ponto de coordenadas - i. 
pabio 1 pira cina 
КЕРЕ 


Figura 429 


EXEMPLO 2 


Se fla) = sen x, determine onde o gráfico de f é concavo para 
cima e orde é côncavo para baixo, c ilustre os resuludos 
graficamente. 


SOLUÇÃO 
Difeenciando f(x) dass vezes, obtemos 
Ренн ЛО) 


Соло $") =-/), vemos que fa) «0 sempre que flx)> 0; 
Jogo, pelo teste da concavidade (4.16), o gráfico € côncavo para 
baixo quando está acima do cixo-x. Analogamente, f^)» 
sempre que f(a) < 0, de modo que o gráfico é côncavo para cima 
quando esá abaixo do eixo-r Estes detalhes esto ilustrados na 
Figura 420, onde as abreviações CB e Ci 
теме “cêncavo para baixo 


Figura 40 


Сай porto do grfico de f ovde а concavidade muda é 
«amado ponto de flexão A dicho & 
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Definição (4.17) 


Teste da derivada 
segunda (4.18) 


ndo зыны E E а 
AS 
АРН Й 


модо) l= 0 


Costuma-se abreviar o enunciado (i) da Detto (417), 
dizendo que à concavidade muda em P(e, fe) 


O ponto P na Figun 4.296 um pontode inflexão. Na Figura 
430, todo ponto Pl, O), п intro, ponto de елдо. A Figura 
431 exibe pontos de inflexão pics no gráfico de uma função. 
Note que um “bica”, ou ponto de reversão, pode ou ndo ser w 
ponto de inflexão, 


ol 
сә се 


Figura 431 


el teste da concavidade (4.16) se а derivada segunda f" 
ada de sal em um número с, então o ponto Ple, (е) é um. 
ponto de inflexão. Além disso, se f" € continua em с, devemos ter 
Р) = 0. Fstretanto, é posível que f^(e] não exista em ponto de 
inflexão, Assim, para determinar pontos de inflexão, começamos 
por achar oszersede f" e or números para ов quais J” não existe 
Testa então cada um desses números para verificar se é um 
coordenada. де um ponto de inflexão. 


O tests que segue, para extremas locis, baselace ma 
derivada segunda, 


> a 


PEND 709-0 


Figura 4:9. Mínimo Бей fie). 


DEMONSTRAÇÃO 


Sef (e) = O, então a ungene no pficoem P(e, e) é horizontal. 
За alien disso, Че) < O, eio o gífra £claciva paja beixo, 
sim, М um intervalo (a, D) contendo c tal que о gráfico está 
abino ди tangentes Segue ce que (0) é um máximo local ara 
diconfome sado па Figura 432, to prova () Prova antiga 
pole эе dada para (1), оос» Бриз 421 


See) = 0, nio se pode aplicar tested derivadi senda 
En tis asos, deve se aplicar o teste da derivada primeira. 


EXEMPLOS 


Se Jü)e 12920-34, se o teste da derivadi segunda para 
“determinar osereos locais de f. Discus concavidade, che 
os ponas de елдо c oce o gráfico def. 


SOLUÇÃO 

Difrenciando Да) duas vezes 
ЫЕ ке =) 
ES) 


A espresso de (у) permite achar os número cícos 0, 1 e 
Зап eses йет es valores de f” io 


04-0, SU==3<0, e Pe-o 


Logo, pelo teste da derivada segunda, a função tem mínimo local 
em O e máxinos locais em 1 ¢ =1. Os valores correspondentes 
da fugio são (0) 12  f(1)- 13 - f(-1)-A tabela que segue 
resume nossa discussão. 


sina de | 2 Conclusão, 
iro р 


= [Mix local уса) =з. 


Mín. local f(0) = 12 


Más. local J01) = 13 


Para localizar possiveis pontos de inflexão, resolvemos a 
риф frla) z0 to 6 ай =з) = 0} duco as «lir 

3. Examinemos a seguir o sinal de {'() em cada 
ds eim 


Cs IBN, (138,436), e 0003,6) 


*22?7272?2224229429222--——--—— 


ha222222222222 


A Cli on Coma Aco Cap 4 
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Como f" é continua e não tem zeros em nenhum dos intervalos, 
podemos usar es valores de teste рма determinar o sinal de 
J" Disponhamos nosso trabalho em foma tabular, como 
Segue, A ima linha € consequência de (46). 


Como $º(0) = 0, não se pode aplicar o teste da derivada 
segunda em 0; aplicamos, assim, o tete da deri ". 
Pode-se mostrar, usando valores de teste, que se УЗ «x «0, 
calão f'(a) < 0, exe 0 <x < УЗ, estão f'(a) <0. Como f) nie 
muda de sinal, nio há extremo em x= 0. 


А ИТИ canam (a ] ти ког pia pc de aldo, cuide 
EA equação f'(a) =0, isto 6, 10x(2—3)=0. Аз soluções, em 
STE a 1 ordem de grandeza, são -V(2, Os VGA, Tal como no Exemplo 
ык dati 3, construímos uma tabela, 
Valot de tei Pe- гө-+ nm Н 
Maie E - + - (462,0) | (0462) | Wene) 
Quse dU] рем pm me a 1 2 
Como f"(x) mada de sinal em -V3/5 e V3/3, os ponios 10 10 100 
» correspondentes (2V3/3, 119/9) no gráfico são pontos de infle- а= E E) mg 
ГАЙ xão São os pontos em que а concavidade muda, Conforme se i + - + 
vê та tabelas o gráico € cincav рап cima no intervalo aberto 
(VSI, 5/3) ¢ cóncavo para baixo fora de [3/3, 3/2). O ЕСЕ ума JE] pen baino | pee | рап аво | para cima 


gráfico acha 


esboçado ra Figura 434. 


EXEMPLO 4 


Se Јо) mat 38, demie os exvemos locals de f. Апае а 
concavidade, determine ов pontos de inflexão ¢ esboce o gráfico de f. 


soLução 

Começamos por diferenciar f(x) duas vezes: 
гө-5ё-лзё se- 
Fl едо ааа) 


Resolvendo a equação / 0) = 0 obtemos os números ct 
сово, VT e 3. Tal comano Exemplo 3, temos atabelgdeguinte 
(verifique cada dado). 


з |-юз] — | mek tocat: СУЗ) NF 
o | renta | Sent 


Min. local: УЗ) = -6NF 


O sinal de У) muds em -VE/2, O e 6/2, donde decorre 
que os pontos (0,0), (-V6/2, 216/6) e ((6/2, -21V518) são 
pontes de inflexão. O gráfico consta da Figura 4.35, com esca 
diferentes para os dados eixos x € y. Os intercepios-r são 0 e 
15-22 


Em todos os exemplos precedentes f" £ contínua. É 
possivel, entretanto, e, (9) ser um ponto de inflexio mesmo. 


no aso do f) ou f(e) não existir, conforme ilustrado no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 5 


Se fi) = 1-2, determine os extremos locas, analise a conca- 
vidade, ache os pontos бе infesão e esboce о gráfico de f. 


sotução 


Diferenciando f(x) duas vezes temos 
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Figura 436. 


A primeira derivada no existe em x = Û, e Û ê o único ponta 
asco para j. Como f^() nã é definida, io se pode aplicar test 
da derivada segunda. Toda, se 240, ento 2350 + 
ГӨ) = IRE?) < 0, ө que significa que f € decrescente em odo 
sen dani. Conelntemene, fO) ão é um extremo lo 


Utilizando valores de teste, construímos a seguinte tabela. 


(0 (2) 


para ахо | раа cima 


A concavidade mith em х= 0 e f é contírua em 0, de 
modo que sono (0,1) peta de intão, 

O gráfico єнї esoçad m Биз 436 Note que M una 
em (0,1), pois f é contínua em х=0 е 


EXEMPLO 6 


Se fis) = (5 ex), detemine os extremos locais, malise a 
concavidade, ache os pontos de inflexão e estoce o gráfico de f. 


SOLUÇÃO 
Escrevendo f(x) = Se? 4% e diferenciando duas vezes temos: 


10 БҮРЕ (268) 
po eei (2) 


DES 


“Atentando para f(4), vemos que os números críticos para f sio 
-2€ D. Aplicamos eno o este da derivada segunda, conformo 
tabela a segui, 


30 م ر مم‎ 0 [2-0 
го) ee dr. ( ) 


Máx local: 
JC2 - C3") ав 


fosa) 


po dence ente 


LET 
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Como o teste da derivada segunda não 6 aplicável en 
<< 0, utilizemos o tese da derivada primeira. Por meio de 
valores de teste, vemos que o sinal de f(x) muda de — para + 
em €= 0, Logo, tem mínimo local em (0, 0). 


Para determinar a concavidade, notamos primeiro que 
f "(x)= бет х= Le f'(x) ão existe em x = 0. Examinanos em 
seguida o sinal de f'(i) nos casos к<0Д<х<1 e x>1 
Utilizando valores de teste para f" chegamos à tabela seguinte. 


Intervalo к=» | быу | qe | 
БЕЧА E | 
тр - 

Cose: | pura bino | parto | расіна | 


Vemos, pla tabela, que o gráfico de f tem pomo de 
inflexão em (1, 6) mas nio em (9,0). O gráfico está esboçado 
na Figura 437. Note que 


БЕСЕ 


Como f é contínua em х =0, o gráfico em ponto de reversi 
em (0, 0) pela Definição (310). 


EXEMPLO 7 


Se fis) = 2 sen + cos 2x, determine os extremos саће faça o 
албоо de f no intervalo [0, 2л], 


SOLUÇÃO 
Diferenciamos f(x) das vezes: 
fik) = cosx- 2n 2 
fà) e-2senx-Acos e 
No Exemplo 7 da Seção 4.1 vimos que os números críticos 
de f no intervalo 0, 2n] são лб, S6, x2 е 372. Levando cons 
números ticos em f"() obtemos 
NR =2, Qum) 


“Aplicando est da derivada segunda, vimos que há máximos 
em 3/6 e 5x06 e minimos kis em д/2 e 3x2 Temos asim 


Máx. оса:  f(w6)- 32 е 056) =2 


capa 
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Mín local: Дд2=1 e Лол) -3 


Com estes dados © grafando alguns outros por 
esboço de curva conforme Figura 438. 


консок aa 


Votos. VAI Determine ов extremos locus de f 


tese derivada segunda quando арса, 
Ab nero em que o gráfico de f é côncavo 
iv t pot baix ¢ determine as coordena 


os pos de inflexio. Faga о gráfico de f. 


И] 
J HN ang vases. 


Puta agua 


T e-a- 
ATI [T I 
DS 10 f 2-17 
п ою) aga- 
m 
MIO 16 fajait 2,2 


D Та 
A. 19:24: Use o testeda derivadasegunda pam 
eh үн extremas Jens de f то intervalo 0. 2n} 
(stes nei sãos mesmos Exercicios 17-22 da 
4 Vem que о método de resolução emolvia o 


ot da derivada primeira) 
E Јој оох sena 

Made ja cena РТРС 

ГТУ 


уен 25-28: Use o teste da derivada segunda par 
oriens locas def no intervalo dado. (veja 
ow enc 29.32 da Seção 43) 


rr Esa] 


LI 


28 fi) х-ке 


Exers 1930: Aigoraexie um prifico de equação 
pará “2x x < 2x. (vea ов Exercícios 33-34 da 
Seção 43) Use o teste de derivada segunda para 
баспаш os extemos Кан de f. 


Hera 3138 Bbo o giíico de ums fundo 
tona que уйде todas s condições indicas. 


91 f()«1: J3 Л) - f() 6; 
fi Oise a1]; 
F> se x< 
FNS = хез; 00000171 
зз =4 ДО) А6) е6 (0) = FO) = 0: 
6020 se тр 
У) «ое [а 
Fiet sxelon se [=4 |<1 
FSO se fea 11 ou se ses 
B f0)-2; DIC Г@Ф)- 0; 
fi)» 0 se x00; Л) «0 se а>; 
T')«0 se Ie] 2: fo 0 e |а. 
34 fü) 4 fü)» 0 se xe SU) <O se xoi 
Lt» pora todo kel 
35 f(2) - (8-2: f0) f) =. з) = 8) з: 
F não ida em 2e 6 1(0) =: 
fi)» Oem tao (-0,2) e (6 es 
FU) <Oselx-4| <2 
Гө) «tem tdo C20) (4, )e (6,0); 
Г)» em tdo (0,2) e (2,4) 
36 f0) 20-1; ft) = 00) =0,4(6)= 
10-560 а 
s) «em tdo (0,2) (2, 4), (4, 6)e (10, 
Fis) em toto (0,10); 


SA e FAO) sio eee 
ГӘ» em io (5,2) (4,10) (10,0); 


T6) «0 en todo (2,4) з 

37 зе n е um Ino impar, então f(n)-1 e 
Tr] =; se n € um іно ри, ento f(a)= 0 e 
“Pt ia cab; sen € um ineo quaquen nto 
(9) RO» se nere tat 
0) f) 0se 2n- e 
[Ld 

38 dese 191,2, 4 oa 
roos 
Ts) «0 em todo (=, 4) (4,6) 0 
10990 em todo (1,4) (6,87; 
Ata)» 0 em todo(-,0) (2,3) e (5, 
F'G) <O em todo (0,2), (3,3) e (1,9) 


ээ Prove que o grito de uma função quadrática 
não tem ponto de inflexão. Dê condições para que 
o gráfico sca sempre 


la) cacava para ima 
(b)cêncavo para ino 


40 Prove que o ráfico de uma função polinomial de 
gm e exatamente em posto de ineo. 


Ели. 41-42: Gra f em [-1 1). (a) Estime onde 


gráfico cncavo pura cima оң cûncavo parabaixo. 
(D) Esine a coordenoda-x de cada ponto de indexo. 


адаа fed aed 
42 jix) 0а? Yios-o9 


Exeres, 43.44 Grafe f” em [0,3] (a) Estime onde 
о gtco de f + côncavo para cirea ou concavo рап. 
baixo () Estne а coordenada de cada ponto de 
intenso. 


Е 
M Pl)» паз Асн 06 


2м Cleto con Geometría Analia 


me 


a NO 


4.5 RESUMO DOS MÉTODOS GRÁFICOS 


Dirstrizes para o tragado do 
gráfico de y = f(x) (4.19) 


Muitas aplicações do cálculo baseiam-se no comportamento dos 


de números reais. Um dos caminhos mais indicados para estudar 
este comportamento é esboçar о grifico de f, porque о gráfico 


indo város tópicos 
бен para o gala de роса Com ена lie se acha 
aper pels quaro primis apos, procuramos esta 
anie remos vás exp ad onda. 


p: 
I cdd dee Me 
аена de y Déia ac t 

Vno cs ош, nc acu 
Korea Ича 
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Uma das funções mais simples de grafar € a função 
polinomial f; dava, е о gran de f é grande, pode ser bastante 
trabalhoso achar os zeros de f, f'e f". Toda derivada de f é 
“contínua; portanto, o gráfico tem uma aparência suave e posa 
velmente muitos pontos altos e baixos, conforme ilustrado na 
Figara 439. Cada número crítico e determina um extremo local 
Ste) ou um ponio de inflexio.Jáconsideramos gráficos de várias. 
funções polinomiais em numeros exempl 

não acrescentaremos mais nenham exemplo. 


Recordemos que uma fundo f é racional se 
Jlo) = sl Ia), onde y eh йө funções polinomiss. Seg е Ando 
têm fatores comuns, nto para todo о zero cdo denomlandor hx) 
атаах ce é uma asia vertical. Nopróximo esemplo usaremos 
as Diretrizes (4.9) para traçar o gráfico de uma fango racional. 


EXEMPLO 1 


—— 


SOLUÇÃO 
Seguiremos as Diretrizes (4.19) 


Diretriz 1 O domínio de f consiste em todos os reais com 
exceção de -3 63, 


Diretriil A função f tem descontinuidade infinitas em -3 
e 3 e € contia para todos os outros números eis 


Diretria3 — Paraacharos inerceçtos, resolvemos a equag 
fle) = 0, obtendo х= 0. O intrceploy é f(0) «0. Porto, o 
rifico intercepta os eixos x e y па origen. 


Dirt Соп f(-x) = fla) féuma função pare o pico 
é siménico em relação ao eixos. 


DiretitS — Diferenciamos f(x): 


(ATENTEN 
وو‎ E T 


Como f(x) = se x = 0, O € um número critico, Os nú 
63 não são números criticos porque não estão ao dom 


Of vajoes de teste nos do a seguinte tabela: 
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63,0) 
| ы] | alió | dio | 
E и» | orcs | аш | otn 


O sinal da derivada f'(x) passa de negativo para positivo 
em х=, de molo que, pelo teste da primeira derivada 
40) = 0 um mínimo local de f. 


Diretrizó — Diferenciando f'(x): 


pr) = CE FOO) COPO II, тоф» з) 
A 


O numerados é sempre positivo, de modo que o sinal de f(x) 
é determinado por(9-—. Usando valores de teste, obtemos. 


EJ [37 


parabaixo | paracima | para taixo 


Como f não é continua em -3 oo 3, não hå pontos de 
inflexão, Cono verificação dos extemos locals (veja a Diretriz 
S), motemos que f (0) > 0 е daf, pel теме da derivada segunda, 
70) «0 minimo local 


DiretrirT Para achar as asínicias horizontais, utilizamos es 
métodos da Seção 24, obtendo 


m 


Assim, а reta y =-2 € asínota horizontal. 


As assatotasverticas correspondem aos zeros do denomi- 
mador =, e sio x3 e x= 3, 


Utilizando в resultados das diversas diretrizes e referir- 
пов à tabela elaborada da Diretriz 5 para extudir o compor- 
tamento de j próximo das assintotzs verticais (x = » 3), obtemos 
© esboço de Figura 440, 


O gráfico de y = f(x) no exemplo recedente não apresenta 
pontos de inflexão. Muitas vezes é dificil achar оз pontos de 
inflexão, quando eles existem, para o gráfico de ums função 
À razio é que a regra do quociente ê usada para achar 
i) e novamente para achar 770). Por isso, para achar 70) е 
novamente para achar f^(4 Por iso, para achar ы soldes 
F'G- 0, pode ser necessário resolver uma equação polinomial 
equasõencostumamser 
aproximadas pelo método de Newton ou pelo uso de um 
computador, Em virtude dessa Шка, no próximo egemplo e 
a mara das exercicios não determinaremos os poros de eso, 
mem analisuemos а concavidade ds їй сов de funções cionis 


EXEMPLO 2 
E 


Se fi) esboce e als o gráfico de f. 


soLução 
Novamente aqui seguiremos as diretrizes. 


Diretriz 1. O denominador é iguala (x-2)(x+ T), de modo. 
que o domínio de f consiste em todos os números exceto -1 e 2. 


Diretriz2 A função tem descomtkauidade infinitas em -1 € 
2 е é continua em todos os outros números. 


Diretriz3 Para achar os interceptes+x, resolvemos a equação 
FO = 0, obtendo x = 0. O ineceptoy é (0) = 0. Авып, como 
no Exemplo 1, o gráfico intercepta os cios x e у па origen. 


Diretriz 4 Como f nio é par тет impar, o gráfico nio é 
em relaçao à origem. 


Diretrirs Di 
E-r- N-P- atras) 
EN T ECT 
Resolvendo a) =0 obtemos as números criticos 0 е -4 Оз 


“eros do denominador, -1 e 2, não são números criticos, pois 
ЖЫ!) e f(2) não existem, Com auxilio dos valores de teste 


roe 


Construímos a segui 
nerve | (a4 | C&-n (1,0) 02) 

Sinal de F) - + + = A 
Conclusão 16 Té fé fe fe 

DOE Lan | decrescente | crescente | семе | decrescente | decrescente 
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Figura 441 


f tem mínimo local f(4) = te 
méxico local (0) = 0. 


Diretriz 6 Não amlisaremos » concavidude nem pontos de 
inflexão O leitor poderá verificar que 


IET 
Fara olera edo /)-0 devemosassóler a equação 
ТҮ 


Pode ae mostrar que eta equação tem uma riz real r. А mesos 
de um décino,r«-61.O ponto de nfexio aproximadamente 
(-6.1,09) ligeiramente acima do ponto (mínimo) (4, $). 


Direriz7 . Para achar aisotcas horizontais, consideramos 


¿E 
lim 207-1 e tim 1 


E 
КОЕ Aa 


Assim, o gráfico tem uma assímota horizontal, у = 


“As assíntoas verticais são obtidas das soluções da equação 
#20, e soxe 1e x= 


Uuitizando оз resultados precedentes c seferindo-nos à 
tabela elaborada па Diretriz 5 para conseguir о comportamento 
de f ans proximidades das sssíntuas verticais, obtemos esbogu 
da Figura 441, E 


O gráfico intercepta aassínota horizontal y = 1. Рага achar 
a coordenada-x do ponto de interseção, resolvemos a equação 
d) =1 como segue: 


rc! 
22 


Logo, o ponto de interseção & (-2, 1) 


Se flx) = 0х) para polintnios so) е Маў), ese о grau 
de sfa) É uma unidade maior do que o grau de Ма), então o 
gráfico de f tem шпа asíntota obliqua у = ас + b isto é, a 
distância vertical ent саш reta с û gráfico de f tende para O 


quando x ов x». Pan estabelecer este fato, podemos 
usar a divisão para exprimir fe) па forma. 


so-s 


em que ou rfa) = 0 ou o grau de rfa) é menor do que о deh 
Segue-se que im, „„ (уа) = 0 e lim, ... ta) = 0. Con- 
seguenemene, f(oj aproxima- de ar + D quando x se aproxima 
de ou ee, Sco gráfico de J m uma asintota obliqua, entio 
não tem assinota horizontal. 


EXEMPLO 3 
ERI 


Se ft) amlise o gráfico de f. 


sotução 


Diretrizes 1e2 О domínio de f consiste em todos os reais 
exceto а = 2, onde existe uma descontinuidade infinita. 


Diretriz З Os interceplosx são -3 € 3, € o intercepio-y é 
40)-5. 


Diretriz4 O gráfico não apresenta nenhuma simetria. 
Diretrizes 5 e 6 


Como $400 pora todo x # 2, nio há extremos loca 
бей o Corro (4.0). 


Como f'()»0 sex «2e f") <0 se у> 2, o gráfico de 
f. € côncavo para cima em (-%, 2) e cóncavo para baixo em 
(c) Não Ы ponto de fles 


Diretriz 7 O grau do numerador 2—9 é uma unidade maior 
do que o gnu do denominador 2:-4, de modo que М uma 
сво а obliqua; por divisão, expressamas f(r) como segue 


ERE 
act] mi 
Pela análise que precede este exemplo, а reta y = } x + 1 
assímot obliqua. 


Como o gráfico tem uma assistata oblique, ndo hå наин 
horizontal, Há uma asíntota vertical x= 2 correspondenta wo 
zero do denominador 25-4. 


PELEAR AAA – – – 
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Representando as assíntotas por retas tracejadas, grafando 
оз inlerceplos e utilizando outras informações obtidas das 
ditetrizes, chegamos ao esboço da Figura 4.42. 


Em secções anteriores consideramos expressões f(x) que 
contêm potências racionis tais сопо 2/3 e (e — 9}, oua forma. 
equivalente que apresenta radicais. Em alguns casos, o gráfico 
de f tem uma tangente vertical em algum ponto Р, possivelmente 
com um ponto de reversão em Р (veja as Figuras 4.23 e 421). 
O próximo exemplo ilustra o fato de que as tangentes horizontais 
também podem ocorrer quando há radicais em jogo. 


EXEMPLO 4 
Болад че, lc optica de 


SOLUÇÃO 


Diretrizes L€2 O domínio de f é R, e f £ contínua em todo. 
número real. 


Diretriz3 O intercepio-x é 0 e o interesplo-y é J(0) = 0. 


Diretriz 4 Como fe) «-f(9) а fur 


É impar logo, o 
arífico é simétrico em relação à origem. 


Diretrizes 5 e 6 


oblemos 


йене a) yyy ds ves 


@2+1)'°%(2)-(2х\( + (a) 


fee 


э 
Pen 


Como /(х)}>0 para todo x, a 
(ее, =) e não há números criticos, 


ão f é crescente em 


Como f'(x) > O para x «0 e f(x) < 0 para x» 0, o gráfico 
© côncavo para cima em (39,0) e côncavo para baixo em 
(0,0), com ponto de inflexão em (0,0). 


Diretriz 7 Verificar que 


Figura 445 


` Hê uma asiíntots horizontal у = 2 (na parte do gráfico no 
primeiro quadrante) e uma ssinta horizontal у — 2 (в pat 
do gráfico no terceiro quadrante) \ 


Estes resultados permitem-nos traçar a Figura 443. 


Nos exemplos considerados até aqui nesta seção, o mume- 
dor с o denominador de um quociente não apresentam florcs 
comuns. Quando há um fator comum, digamos рх), o gráfico 
de tem ша “buraco” em cada ponto correspondente а um zero 
de рб). A título de ilustração, se 


ento o вибо de f seria o mesmo da Figura 4,43, com uma 
exceção: haveriam buracoem (1, VZ) (veja os Exercicios 25-28) 


оре 


o exemplo envolve valores absolutos. 


EXEMPLO 5 
Faça o gráfico de y = [4-2]. 


SOLUÇÃO 


Uma maneira dificil de proceder é usar o feto de que 
[a |= Va? para escrever y = УСЕ), е емйо utilizar derivadas 
para achar extremos locais е pontos de inflexão, Um processo 
maissimples consiste em esboçar gráfico de y = 4—3, conforme 
Figura 4446). Este gráfico é o mesmo que o de y = [43º | se 
225042 Ве x> 2 ou х<-2, então 4—1? «0, é o gráfico de 
y=[4-2] é a reflexão do gráfico de y = 4 —xi em reação ao 
<ixox, conforme mestra а Figura 444i) Os extremos, conci- 
idade e pontos de inflexão evidenciam-+e por né meses. 


w 


Figura 444 


MO Citado com Gremio Asia Cop. 4 
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EXERCÎCIOS 4s 


f: Determine os extremo e faço gráfico 


seres. 29-4: Esboce o fico de f 
a ees 30 spas 2| 
E feos] 

DIO leal HIlls 


seres. 35-38: Use as informações dadas pas esto 
Sar o prico de f. ` 


LA 


2. 
Par 


su 


FY“ O sex = 34 2/3 (pros. 558 017 


эд-лаё+в-в, 
ар" 


ТА 
Е 


ru 


лото) поя 
"p. e PET 
ЕИ goes 


кайг. 1924: Determine os extremos e ponts de 
inflexão, e faça о gráfico de f. 


à за 
viação  юло- P= Osez = -4 2 орах, -054,-240) 
ЕҢ 
адо Tn ra. 
da Pd a 
az aqui Гоа NE O 1 
JCuS4)-- 095 f140)--057; 
seres 2528: SimplSqu Ji) e bec o gico 
p с “ їелмму--мдв 


as eye ыс 


2 


me 


2 fo) 


22-2-4 _ e-2 
=: ад нх 10 7 6694-37 


d акад 


fe 


ТЕГИ 


зал 


(0) Fa e e esboce o gáfico de F para 


100-0301 оза (apron. 24 010) Tea tl 


BP 1208 gre 44, 


po nim : à MONK, d 
aa шш. TE 


Г) овех M86 +3 + 5e 1378 
ў Ж $ 40 Os bimatemátics tëm proposto cas funções 
9да) 19. (ов) Ut; ДЗЯ = 12 [eeu a 
INET faça que e processa a fotosintese. Para que а 
د‎ função sj айла, deve ойг о dfe de 
- Juice o e ша de quão de 
шинче deve deter para 0 à medida que 
EA a Inteaidad de lo sings dio ave (eje a 
[253 figura). Qual das segulales fórmulas para P — 
onde а е b о constantes — deve sor tada] 

SOQ sex 7 +210 (ope. 068 139) Sisa sa reposa. 


Ae 


fe» 


a al 
ru ror E rez; С 
Fa) Osee ND 3/50 -7 «1980. entre 
20-0468) = -0,78; H-1332) =-2,89; 1 
21950) 2,90 ab 

3 л\ш e Conto am qe a força de tação O 

1. entr duns paras cagadas É diretanente 2 
epson so prato ds сга c lovenamen- Pu 
Орою o quedado абаа ces O "4 4 E 107 


panic. (intensitade da luz) 


Sapona uma partícula com carga 41 colocada. ig Exeres, 41.42 Faça o gráfico no intervalo indicado, 
cn a recriada ане duas pcs dê sr A Faça кавс п него a 
saga -1 (veja a бра). о côncavo paa bixo. 0) Estime condenada y 
(a) Mostre que a fonga resultante que atun sobre & cada ponto deito, 


apr de carga +1 € dada por 
a кл 
n 
LS 
; EM) 
KA umma constato po а ten 
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4.6 PROBLEMAS DE OTIMIZAÇÃO 


Figura 445 


Nas aplicações, uma quantidade fisica ou geométrica costuma 
ser descrita por meio de alguma fórmula 0 - fl) та qual f € 
ums função. Assim, O pode sera temperatura deunia substância 
по instante x, а corrente em um circulo lirico quando a 
resistência é x, ou o volume de gás em um balo esférico de raio 
X. Naturalmente, usamos também ошто suboles рап variáveis 
tais como 7 para temperatura, £ рап tempo, ara comente, К 
рап resistência, У para volume e r para mio. Se Q= (1) + € 
diferenciivel, então a derivada Р.О = f'(x)pode ser @ na 
pesquisa de máximos e mínimos de 0. Em aplicações, esses 
Valores extremos são às vezes chamados valores ótimas, porque 
são, em certo sentido, os melhores ou mis faroráveis valores 
da quantidade 0. A tarefa de determinar esses valores constitui 
um problema de otimização. 


Se um problema de otimização 6 ecunciado em palavras, 
então & necessário converter o enunciado em uma (бт 
adequada como Q = f(x), a fim de adharmos os números críticos. 


alén disso, fé continua em um intervalo fechado а, ] contendo 
© ондо, pelas Diretrizes (49) os extremas de f so o maior € 
o menor dos valores £(), f(0) e f(c) Por isso é, em geral, 


desnecessário aplicar о teste da derivada. Entretanto, se for fil 
calcular f(x), aplicamos o leste da derivada segunda para 
verificar um extremo, conforme ilustrado no exemplo a seguir, 


EXEMPLO 1 


De uma longa folha retangular de metal de 30 cm de largura 
deve-se fazer uma calha dobrando as bordas perpendicularmente 
à folha. Quantos centímetros devem ser dobrados de cada lado 
de modo que а calha terha capacidade mîximı? 


soLução 


A calha está ilustrada ma Figura 4.45, onde x denota о número 
de centímetros a ser dobrado de cada lado. A largura da base da 
calha é 30 - 2e cm. A capacidade da calha seré máxima quando 
а área do retângulo de lados xe 30 — 2r for máxima, Denotando 
esta área por [(9) temos 


16) - 30-23) 3052 


Como 02х30. o domínio de f é Osx 515. Sex=0 
оих = 15, não se forma nenhuma calha (а área do retângulo seria 
HO) - 0- $05) 


Diretrizes pera a resolução 
de problemas de otimização 
(4.20) 


Diferenciando: 
FU) =30-4x=2(15-2s) 


de dade o único número crítico é x=75. Como 
1(9=-4<0, f(15) é máximo local 
devem ser dobrados 7,5 em de cade 


capacidade máxi 


Como o número de tipos de problemas de otimização é 
imitado, € difícil estabelecer regras especificas para obter as. 
respectivas soluções, Todavia, podemos desenvolver uma estra- 
gin geral para abordar tais problemas. Poderão ser úteis as 
seguintes diretrizes, Ao empregá-as, o leitor não deve se 
desencorajar se ão conseguir resolver rapidamente um determi 
nado problema. Em geral € necessário muito esforço e prática 
para uma pessoa se tomar profici 


de otimização. Continue tentando! 


quan 

“gue ache, quanto, a que distância ou quando devem 

alero parê quantidades dosenhecidas, o or 

| оона SE Shri 

LA Real os tos conhecidos juntamente con 
Ce quasque: reaches envolvendo as variáveis. 


(а Рота qual yariável dere ser masinizada ou 
i) ¥ mirimizada, © expressar exta variável como função de 
Zuma das out variáveis e eiit 

rs ok meros esco da função cida em 4 
ае 

po pou 

леа уаш рдай Ei de derivadas primeira e segunda. 
esca putres sempre qu recs 


O próximo exemplo ilustra o uso das Diretrizes (420). 
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EXENPLO2 E 
Deve-se construir uma caixa de base regula, cem uma folha 
de cartolina de 40 cm de рда e 32 cm de compimento, 
retirando-se um quadrado de cada canto da cartolina е dobran- 
dose perpendicularmente os lados resultates. Determine o 
tamanho do lado do quadrado que permite constmir uma caixa 
de volume máximo, (Desprezar a espessura da carolina) 


soLução 
Direbizl Lar o problema so menos uma vez mais 


Diretriz 2 Fazer um esboço da caixa como na Figura 4.460), 


introduzindo uma variável x para denotar o lado do quadrado а 
ser cortado de cada canto. 


n 


Diretriz З Dobrando-se а carolina ао longo das linhas ta- 


cejadas no esbogo da Figura 4.46), a base da caixa obtida terá 
dimensões $2—2x е 40-2. 


Diretrtad A quede a ses maximiada £o volume Уба caixa; 
Com base па Figura 4.46 (i), expresamos V como ақа дех / 


Ve x(0 — 2)52— 23)» (500-46 +x) 
Como 0 «2x = 40, o dominio de x 6 0 =x «20. 


Diretriz . Para achar os números críticos da função, dife- 
renchmos V em relação a x 


ру» 4520-9253) 


Fazendo D, V = 0, obtemos as raízes (aproximadas) 23,19 


€ 7,1, que são possíveis ntmeros criticos. Como 23,19 está tora 
do domínio de a, o único número critico @ 747. 


Diretriz 6 Como У é contíma em [0,20] utilizaremos as. 
rises (4.9) para determinar o extremos, Os pont 


x-00 


Figura 447 


1-20 do domínio dão o valor mínimo V «0. Para o número 
sico х ТАТ, obtemos ¥= 13337 cm, que é um valor 
máximo, Consegientemente, deve-se cortar um quadrado de 
TAT em de Indo, de cada camo da folha de cntolise, para 
maximizar o volume de 


Nos exemplos restantes, nem sempre explicitaremos as 
diretrizes мйшадаз. O leitor deve ser capaz de identificas, 
estudando as soluções 


EXEMPLO 3 


Um recipiente cilindrico аео em cima, deve ter a capacidade 
de 3S x enm". O custo do mateialusado paraa base do recipiente 
€ de 15 centavos por em? е о custo do material usado para a 
pare curva é de 5 centavos por cr. Senão Há perda de material, 
etemnine as dimensões que minimizem o custo do material. 


SOLUÇÃO 


Começamos fazendo um esboço do recipiente (Figura 447), 
¿notando por г o mio de base e por h a altura (ambos em 
centimetros). А quantidade a misimizar é o custo C do material. 
Como os custos, por centímetro quadrado, da hase е da parte 
curva são 15 centavos e 5 centavos, respectivamente, temos, em. 
termos de cruzeiros, 


Custo do recipiente = 15(Area da base) + S(área pare lateral) 
Asim, 


O) 
o Cesar + 2) 


Podemos expressar C como função de ama variável, ry 
escrevendo h em termos de r. Como o volume do recipiente é 
378 д са, vemos que 

îh =375к ou hm DE 


Substituindo por 375/ na última forma de C, temos 


O domínio de C é (0, e). 
ac o números reos, derenciamos С em melagio a r: 


Como D,C «D se r='5, vemos que 5 é o único número critico, 
EcómoD C <0 ser <5ё D.C» Û se y, tegue-te do teste da 


derivada primeira que С tem seu mínimo quando o таю do 
бо é de 5 em. O valor correspondente da altura (obtido de 
к=з )ё-15ет. _ 


EXEMPLO 4 
Determine o volume máximo de um cilindro сйс reo que 
pode ser inserito em um cone de 12cm de altura e 4 em de raio 
da base, зе os eixos do cilindio e do cone coincidem. 
SOLUÇÃO 

A Figur 448 dá um esboço do problema, onde (ii) é uma seção 
trnsversa segundo о ево corum. A quentidad а ser maximi- 
zada é volume V бо cilindro. Da geometrin, 


Vanek 


Exprimimos em seguida V em termos de uma variável, 
estabelecendo uma relação entre r є А. Considerando а Figura 
AAB( e usando a semelhança de triângulos, vemos que. 


he 
Pana ESAS 


Consenientenent, 
ЕСТ 
O donfiio de Ven eres, 
Ser = Oou r=4, vemos que Y = 0; logo, o máximo nio é 


wa extremo correspondente às extremidades. Bast, portanto, 
pesquisar mátimos locais. Como V» 3nd -r), 


DN =3MBr-3P)=3w68-3) © 
Assim, os núneroscrcos de Vsior = 0e =! Emr: 


von [B] ta) = 25% 
valo or 


» pelas Diretrizes (49), é um máximo para o volume do 
lindro inscrito, 


EXENPLO 5 ] 


Uma rodovia Norte-Sul intercepta outra rodovia Leste-Qeste em 
tum posto P. Um automóvel passa por Р às 10h, dirigido 
‘para o keste а20 km/h. No mesmo instante, outro attomóvel está 
a2 kmao norte de P e se dirige para о sal а 50 km. Determine 
o Instante em que os automóveis estão mais próximos um do 
outro, е aproxime a distância mínima entre eles. 


soLução 


É А Figura 4.49 онна э posições típicas dos dois automóveis 


Se t denota o número de horas após 10h, então o veículo mais 
lento está à 204 km а leste de P. O veículo mais rápido está a 
SOL km ао Sil de sua posição As 10h e, assim, sua distância de 
Ф 6 2-50. Pelo teorema de Pitigoras, а distància d entre os 
automóveis é 


A 
VS ER 


VIO TIO 


Queremos achar o instante tem que d tem seu menor valor. sto 
ocorrerá quando o radicando for minirao, porque d aumenta se. 
є Somente se 4- 2004 29008 aumenta. Assim, podemos, 
simplificar nosso trabalho fazendo 


fU) = 4-200: + 2900P 


+deteminando o valor de t para o qual f tem um mínimo. Como 


70 = 200 + 5.890, 


o único número critico para f' € 


эю 1 


t3800" 25 


Além disso, "(д « 5800, de modo que а derivada segunda é 
sempre positiva, Portanto, f tem minimo local em rej, e 
f) +} Como ө domínio de © [0, =) e como f(0) = 4, nio Dá 


máximo nem mínimo nas extremidades, Conseguentemente, os 
automóveis estaão mais próximos um do outro a £ horas (ou 


aproximadamente 2,07 minutos) após 10h. A distância mínima é 
VI) - VE = 0/1 km 
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EXEMPLO 6 


Uma pessoa se acha em um bote а 2 km de distância do ponto 
mais próximo em uma praia тегез, e deseja atingir uma casa 
a 6 km praia abaixo, Se a pessoa pode remar à razão de 3 km/h 
eandarà razio de 5 kr, determine tempo mínima que levari 
pura atingir a casa, 


soLução 


ease A Pig 430 Mc ren: dc pda d ta, 
press eat aed pet 
O кий ex di cor e Do ia 
КОТИ 
proceres 


distância 


tempo stas 


obtemos 


digância deAaD VETA ^ 
tempo de remegem 3 


distância de Da C. 
Tempo de caminha 


s “Logo, o tempo tel T do percurso é 


жы VEFE 6-e 
5 


Tempo para remar de A a D= 


" ү. Tempo para andar de D a C: 


a rcs 


a equivalentemente, Tela edle 


isi Desejamos achar о valor minimo de T, Nise que x 
corresponde à situação extrema em que а pessoa rema diret 
mente a В, em seguida faz, por terra, o percurso de В а C. Se 

_ х= 6, entãoa pessoa rema dietamente de A a C. Estes números 
podera ser considerados como postos extremos do domínio de 

1. Se x= O, então, pela fórmula de Т, 


7494 aproximadamente 2 horas e 7 minutos. 


Diferenciando a fórmula geral de Т, vemos que 


EET 
Paradeterminaros números criticos, fizemos D,T = 0, o que nos 
44 as seguintes equações: 

xd 


ETL 


езд) 
EI 
2-6 


“Assim, 3 £o único número crítico. O tempo Т correspondente а 
х-16 


Tete 


ou seja, 1 hora e 44 minutos 


Já vimos que os valores de T nos extremos do domínio são 
1 hora e 52 minutos е aproximadamente 2 horas e 7 minutos, 
respectivumente, Logo, o tempo mínimo de 1 hora e 44 minutos 
осопе em x=} Portanto, о barco deve aportar em D, 1} 
quilômetros de В, a fim de minimizar 7. Para um problema 
análogo, em que ocorre tempo mínimo nas extremidades do 
domínio, veja o Exercício б. 


EXEMPLO 7 


Conta-se um pedaço de arame de 150 m de comprimento em 
duss partes. Com uma das paries forma-se um círculo, e com a 
оша, um triángulo equilitero. Onde deve ser cortado o arame 
de modo que a soma das áres do círculo e do triángulo seja 
mínima? máxima? 


SOLUÇÃO 


Denotando por x o comprimento de um dos pedaços do arame, 
+ comprimento do outro pedaço será 1,50—x. Formemos a 
círculo: de nio г Com o pelago de comprimento x; então, 
Zar =x, ou г=ж}?л) (veja a Figura 4.51). Se com о pedaço 
testante formamos um triángulo equildero de lado s, então 


ha som Gromeria Alca Cap 4 


a soma A das áreas do círculo e do triângulo. Pela Figura 4.51, 


vemos que 
a 

drca do clico sz) E 

LN ET 


Logo, a soma A dis reas € 


Hr a 
ad asa 


Assim, DA = 0 se e somente se 


PECTORE 
xe VIIA " 015915 + 009623 
A derivada segunda de em relação ax é 
а-а 
о-ы 
que € positiva. Lago, оайпиго crtico dá um valor mínimo para 


A, e o arame deve ser cortado a (aproximadamente) 56,52 em. 
de uma extremidade. O valor mínimo aproximado de А é 


1 "ng A 
Ана. 6652) + (150-5652) 


25421 4 420443 674,64 em? 
i ES 
Como não há outros números críticos, omáximo de A deve 
correr em uma das extremidades do intervalo de variação de x. 
Sex =0, todo o arame é usado para formar o triângulo € 


Y 2, 
= SE 50) =1.082,530m 


Sex «180, todo o arame será usado para o círculo e 


(150) 7 179049 ст? 
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ssim, a valor máximo de A осоп se oarame não for cortado, 
= sendo usado em todo o seu comprimento para formar o circulo, 


EXEMPLO 8 


Um cartaz de 6 m de altura estê colocado no ado de um edificio, 
com sua parte inferior а 20 m acima do nfv do oho do observada, 
conforme Figura 4.520). A que distância diretamente abaixo do 
caro deve colocarse um observador de modo a maxinizar о 
ángulo B formado pelas linhas de visio do topo eda base do cartaz? 
(Ese ângulo deve resultar na melhor visão do cartaz) 


soLUção 


A Figura 452i) é um estoço do problema, Ulilizaado os 
triingulos reângulos ADC е DOC cun lado comum OC de 
comprimento (variável) x, vèse que 


w 
wac e gp 


оње -а pE funcio de x + 


асру ا‎ 
E senai 
Substituindo os valores de tpe t Û ¢ simplificando, obtemos 
Figura 452 26 20 
Fun 2w 6 


"= ue ay S489 3520 
"(e 

s exuemos de 0 corrspondem a 2,0 = 0. Dierenciando impli- 
ciamente em relagio а x e usando a regn do quociente, emos. 


азоо 02552006) (6012) _ 3120. 6è 
0 FSF су 


Como зе? > 0, segue-se que Р, = 0, se e somente se 


3120-6020 ou «52. 


ласо de 0 é 
VT “NT 


Pode-se verificar que osinal de DO passa de positivo a aegativo 


em УЗИ e, assim, o valor máximo de 0 ocorre em x» VSA 
225 m. 
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EXERCÍCIOS 46 


1 Uma суна dı base quadrada, sem tampa deve 
ter 1m de volume Determine ny dis: que 
Spem o mínimo de materal. (Deer a 
Espessura do materin e a perdas na consu 

Ж) 
(уна a nescio para ama enixa com tampa, 
3 Un recipiente cilindrico sem tampa eve tr н? 
«e capeidade Зе não hi perdas pa conseção, 


ache as dimensões que exigem o mínimo de 
maria. (Comparar com o Exemplo 3) 


4 Se a base circular do recipiente да Exerico 3 é 
cortada de uma folha quadrada de metal, despre- 
ando as sobras, determine as dimensões que 
exigem o minima de mater 


10 m de gradeado vo ser usados риа construir 

las para um zoológico, conforme figura. 
Determine às dimensões que maximizama área 
cercada. (Sugestão: Primeiro expresse y come 
uma fugio de x; e então expresse А cono um 


finção de x) 


6 Com referência do Exemplo se uma pesson esti 
em um barco а motor que pode navegar a 
15 kmh, que rota deve fazer para chegar à casa 
em tempo minima? 


1100 de tarde o navio A est a 30 mi э sul do 
savio B e mvega rumo Nore а 15 mi. Se o 

vio navega para о Oeste а 10 mif derme 
о instinte em que a distância d entre os dos 


$ Ua jala têm a forma de um regalo enci- 
mado par um semicíacul, Se o perimetro da 
jusela é de 6 m, determine as dimensões que 
sasiiem a entrada de loz 


Da sen caca HM нан 

O pd reper bara 
e cere 
Ue eren 
Peter 


=> 00m 


——— 


SD em, com margene de 2,5 em em baixo е dos 
ados e 1,25 em em cima. Determine as imen- 
sies da página com maior área impressa 


10 Um construtor deseja construir um depósito com 
capacidade de 30 m^, teto plano, base retangular 
caja largura é três quaros do comprimento, O 
cisto por пепо quadrado do material È de 
33500000 pira o chão, R$ 204 000,00 para o4 
ados e RS 10200000 para o teo. Que died 
талдоо cust 


12 Para construir uma taça em forma de cone rcu- 
arret temove-se um setor de uma felha ccula 
de carina de ralo a, ¢ unem-se а dias margens 
tetilíness do сопе (veja a figura) Determine o 
volume да malor toga que pode ser consta, 


b 5i Jn eee tm s00 теши de es pr 


volver um erro retangular. Um celer ser 
tsado como parte de um lado do campo (veja 
figura) Prove que a área do tereno cercado será 
mixim quado о terreno or um quadrada, 


14 Com referência зо Exercicio 13, suponha que o 

& бшер®йю queira que à área retangular tenha 
A m. Prove que а extensão nocessiria de ceca 

se mínima quando a área for um quadrado. 


} 15 Um hotel que сома $ 80 a бапа, di descontos 

especiais a grupos que reservem entre 3) e 60 
quartos, Se são reservados mais de 30, o preso 
de cada quarto € seduzido de uma quantia igual 
à uma vez o número de quartos reservados, 
Nessas condiçoes, quastos quartos devem scr 
reservados para que a receita апа seja baia? 


16 Com referência zo Exercicio 15, supondo que 
cada guano alugado асите эта despesa diária 
de 6d Парла marutenção, quintos quartos 
dere sr od para produzir arsit dia 

17 Deve-se construir um tanque para armazenamen- 
to de ps propano em forma de cilindro cireular 
reto eom doi hemiaféoa тз exvemidado. O 
custo do metro quadrado des hemistéos é o 
dobro do cano da pare cilindrica, Зе s capaci- 
Аде do tanque deve se de 10% m) que dimen- 
ste minimizado о сачо da consunção? 


olesduto deve ligar dois ponts A e В. 
nies 3 km um do outro е situados em 
morgens oposas de um io de 1 km de largura. 
Pace do oleodto fear submersa, de A eC, € 
рие acima do sol, de C a B Se o custo de 
operação do oleodua sob a Agur é quatro vezes 
ıo custo da operação no solo, deermine а locali 
zação de C que minimize o custo de operação do 
oleoduta. (Desprezar a inclinação do leito dorio.) 


(E md dpi de 
раан рыш 


de alo, se seus vies estão sobre о diâmetro 
КТ 


20 Determinar э dimensães da кейде 
máxima que pode ser inscrito em um боріо 
equlter de lado a, se des vértices do retingulo 
estão sobre em dot lados do ао. 

21 De todos os cones cures retos que podem tr 


inscritos em uma sfera de raio a, determine o 
“volume do cone de volume miximo. 
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22 Wine en dimensies da cilindro circular reto 
me ime que pd se incrão em ama 
enter de vaio 


13 o po бо pico yn 
pa (A. 1), 


241 mais prósimo 


DS Aoshi de uma vign tangalar é diretamen- 


dr a dinenstes da viga mais resistente que pode 
dum tro cilindrico de nio а (veja 


Bloco retanguhr 


A amino шта fon luminosa édiretamen- 
al а intensiénde da font е inversa- 


hers fomes luminosa Sy є 52 ditam 
н omia d unidades, em que ponio do 
чай que une эз due fontes a 


мса» vende tis a $ 20 0 par, para 
lho de menos de 50 pares, No сме de 

ws de SO pares ou mais (té 60), O 
y un por sofie uma sedução de 2 centavos 
Ane de pars encomendados. Qual 
leve ve а зайде encomendada que propor- 
лане тайн cela ао cada? 


eve se (шт uma а de carolina р fora de 
vue ути so, de volume de 60 e Determine 

^ que exigen mexr quantidade de 

à омса eventuais perds ra colecção) 
JH Uv e de мите de 26 em de comprimento 
v er coral em dias partes Com uma delas 


саи 
тена аы нн нш 
RITE 
Ia 
DRAT 
rl 
E ETT 
SEES 
Ea : 
— 
c dese ao 
fiat 
A 
[c artes tas 
кее 
эи шын dr ир pe ar 
Ped 
Pi dd 
Pp ran 


35 O propreário de um pomar de magis eia que, 
ando 24 pét por sere (= 4037 m) enda pá 


um decréscimo de produção de 12 maçã por avo. 
Quartas árvores devem ser patas de mudo a se 
на о número máximo de rs por ano? 


36 Una Imobiliária posui 180 apanamertos tipo 
económico, que estão todo alupdos por $300 
ensaio, A imebiliiria estima que para cda $ 10 
de numeno mo alugue, 5 apartamentos ficarão 
“vaso Dua о aluguel que deve ser cobrado pera 
se or enda mensal туны? 


37 Um pacote pode ser enviado pelo reembolso 
postal desde que a soma de seu comprimento mai 
© primero da base ão exceda 325 m. Deter- 
"nine as бипетдез do paco de volume máximo 
qoe pode ser iin e abe € quedando. 


38 Опа rodovia Norte-Sul A є uma rodovia Leve- 
Oeste se cruzam em um ponto P. Às 1.00 hs 
da manhi, passa ро P um automóvel en direção 
mode a B) km Мо meso instante, um avião 
Medo em direção lee а 520 km а uma 
alte de В КУ) menos passa ри um ponto na 
rodovia Ba 16) km a oeste de P. Se o automóvel 
e o avião тапет constantes suas velocidades € 
подлез em que instante eles estarão a uma 
“ncia minima am do our? 


39 Duns fábricas A еВ distan 4 im uma da outra e 
emitem рида ва faça que polve a drer 
entre elas. Suponha que o número de partculas 
eris por cada frin ей, direameno pro- 
porciaal a cub da ditinca (a fábrica, Se a 
Fábia A emite dun vezes maie fumaça do que 
ıa fábrica B, em que ponto eate A еВ a poluição 
E mimo? 


30 Um campo petrolero tem 8 pogos que pr 
"am tal de 1.000 bats Ge peleo por да. Par 
cada pogo adicional perfurado а produção méd 
por poço ёлеме de 10 barris dios. Quant 
poços adicionais devem ser abertos para maximi- 
Zara produção? 


1 Deve-se construir uma barraca de lena em forma 
de uma pirimide de base quadrada Um poste de 
aço finendo no cento da baraca serve de apoio 
(© а ума). Se dispomos e S metros quader- 
dos de lora para os quatro lados, e se x £o 
comprimento de m dorados da bane, поне que 


49) o volume di barca € V» ¿VE 


(9) Y tom seu valor máximo quado x ip 
a Vê vezes comprimeno do post 


«+ ац 


42 Um barco deve рине 100 km rio acina, 

contra uma comente cam velocidade de 10 kmh. 
Quando a velocidade do barco € de v km, © 
пёпего de galões de poli consumidos cad. 
hora € diretamente proporciona a 


fa) Manida uma velocidade constante de 
w knh, mostre que о número tal y de 
alos de gasola consumidos é dado por 
y = Ob = 10) рма v > 10 e uma 
constante positiva А 


(b) Determine a velocidade que misimizo o 
múmero de рде de gasol 
durame a viagem 
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43 Antomóvei passam por uma ponte de 1,5 kn de 
sena Сый cto m3. une compre 
e deve ficar a uma distância ded metros d cmo 
imediatamente em lene 


ta) Моше que o maior 
podem estar sobre 
instante é (1.500035 = оме [| |) de- 
nota a função maior тено, 


— q Ses velis de eda caro EE v iuh, 
more qe a taza танта de Mod tego 
E (em carrosfhora) é dada por 
к-п.» 05а 
(9 А distância de parada (em menos) de um 
cao а v kunn aprsiiadamens 0,015 °. 


Se d = 0005 V, determine a velocidade que 
maximiza о hxo de tráfego na pote. 


44 тозе que a menor distânca de um jon 
(01.31) do gráfico de uma função difaencitvel € 
medida a0 ngo de uma normal a0 gráfico sto 
é uma reta perpendicular 8 tangente. 


45 Deve-se construit uma linha de estrada de ferro 
da cidade A à cidade C, passando por В (veja a 
figura), Em razão das montanhas emre A + C, O 
ponto de ramificação В deve ficar pelo menos a 
dO kem a lese de A. Se custo da consta é 
de $ 5000000 por km enre A e Be de 
$ 100.000,09 ente e С, determine o ángulo û 
de ramificação que mirimize o custo da cons- 
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46 Deve-ser fazer uma сава de uma longa tolha e 
met de 030 m de largura, dobrando-se is 
инел de modo a formarem ur Angulo de 
120 т еп relação folha. Quantos centímetros 
devem sor dobrado de modo que 3 eia testa 
capacidade máxima? 


47 Com refatacia uo Exercício 12. determine o 
Angulo central do setor que maxinizz o volume 
p 


з Um quado em form de quadrado de 6 em de 
ado está pendurado en uma parete a uma altura 
dal que көз bag está 1,80 m de slo. Se uma 
pesso, оја lima de iso está a 1,50 mdo so, 
olta pan o quadro, e se Ө é o daulo formado 
pels finas de vs do opo e da tase do quadro, 
determine a distância a que a pesou deve esr. 
da parede para que tome seu valor máximo. 


49 роне fazer am citado a parti de um e 
lo de mater ego, indo as botas AD e 
BC (ур. э for) Para teor à astra, 
coloca-se um arame de comprimento fio L 10 


Торо de арзан do retingulo. Determine o 
Angalo que permi construir am cilindro de 
volume máximo, 


au prosimada por F = Atena br a 0938) pra 
û instante 1 (em segundos), com A »0, b>0, 


G) Mostre que Р=® quando 14A) e 

26) (O tempo t= 428) corresponde 
tane em que o pé e o solo n eso 
do corpo teca lodo sabre o outro pé) 


(0) Mestre que а forga máxima сопе quando 
170 ов quando sent = (a= 120) 


® Sea f exprese a forga misa em temos 
m 


® se Oca esse a fosa máxima em 
temor ed. 


E 


Uma batería de voltagem fia У e resisténcia 
interna fixa r estê ligada a um creio de mesis- 
dência variável К (vea figura) Pela be Ohm, 
acomete no circuito € = VAR +). Se a orga 
таннан 6 dada por Р РИ, mos que abra 
máxima осоше se R= r 


52 A роба P de uma bateria de automóvel ada 
por = VI - ^r, ara uma volagem Y, comente 
Te resistência "atria. Que comente 
comenponde  potacia mima 


53 Dois corredores de 1 m 12 m respectivamente, 
de laura, encontram-se cm glo reto. Deter. 
mine ә comprimento da тайт vare rigidi que 
pode ser Iransporada horizonialmeste na quina 
dos corredores, conforme mastrado na figura. 
(блоги à espessura da vara) 


É 54 A luz se propaga de um pont а ouiro segundo 


| uma wajetóia que requer tempo minima. Supo- 
la que a һа tonba volocidade уу o a eva na 
gua, onde v > v2 Se а luz vai de um ponto Р 
oara um ponto О na água (vejna furi) окне 
que a rjetóia exigir tempo mínimo se 


7 (меб um exemplo da lei de refração de Snell) 


э Um cilindro criar de raio R é encimado por 
um cone (veja а figura). As extremidades do 

+ cilindro são прелаз € a volume teal do sólido 
deve ser una costante especificada V. 


£) Moste que S é mi 
42. 


% No ооо problema da colmeia, um prisma 
hexagonal de ao (e lado) io é encimado por 
"rts trapéis Gênios que e encontram em um 
Усе comum (veja a figu). A base do prisma. 
stet, eo volume cal deve ser uma constar 
especificada V. Um шрипемо geométrico muis 
elatoado do que о di Exercicio 55 estabelece 
que área tol da superficie & dada por 

a 


ira 22 poco 


3 


Mete que S É mínima quando 0= St. (É 

digno de nota o fato de as abelhas согатын 

suas colmeia de maseira que a quantidade de 
зер minima) 


4.7 MOVIMENTO RETILÍNEO E OUTRAS APLICAÇÕES 


Nest seção utilizaremos derivadas para descrever vários tipos 
importantes de movimento que ocorrem em aitiações físicas. 
“Veremos também como aplicar derivadas а problemas de eco 


1: Recordemos que se um porto P se move ao longo de uma 
seta, seu movimento é retlízeo(veja à Seção 3.1). Alim diso, 
se Lê uma reta ordenada,» se a coordenada de P no instante 1 


Delinição (4.21) 
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é мд, conforme ilustrado na Figura 453, então э é a função 
posição de P. Pela Definição (33), velocidade de Р no instante 
— so 6, а taxa de variação de F em relação a 1— € a derivada 
s. 1 
A aceleração at de P no instante tss define como a laxa 
ão de velocidade em relação eo tenpo: {0 = (9. 
Assim, a aceleração é a derivada segunda D [(0] =5'(0. Tudo 
isto está resumido na próxima definição de módulo de velocidade 
(speed ) Р. 


(ao A aclamação 


Designaremos por v a função velocidade de P e por a a 
função aceleração de P. Costuma-se usar a notação 


Se 1 É dado em segundos е sr) em centimetros, então 
М0 è dada em cm/seg e al) em cmseg! (centímetros por 


entio vi) é em kmh e о) é em km/h? (quilômetros por hora 
por hora) 


Se 40) € postiva em um intervalo de tempo, s(r)» 0 e; — 


pelo Teorema (4.13), s) é crescente: itto é, о ponto P ке move 
na direção positiva em 1. Se 0) € negativa, o movimento 
processase та direção 

porto orde Р muda de direção, Se а aesleração al) = (0 é 
positiva, a velocidade é crescente, Se об) € negativa, а veloci 
dade € decrescente. 


EXEMPLO 1 


A função posição s de um ponto Р em uma rea coorderada é 
dada рог 


i) «0-121 4361-20 


“com tem segundos s(r em centímetros. Descreva omovimento 
de P durante o intervalo de tempo [-1, 9] 
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SOLUÇÃO Diferenciando, obtemos 
Mes) 3824143631216 
a)» V() 61-24 = 61-4) 


Deermisemos quando vlt) > 0e quando м) «0, pis sto 
nos dirá quando Р ве move para a direita c para а esquerda, 
respectivamente. Como 1(4) =0 em t = 2 e t =6, examinaremos 
os seguintes subintervalos de tempo de [-1, 9 


ELD Q9 c (69 


Podemos determinar o sinal de v(i) utilizando valores de teste, 
conforme indicado na tabela (verifique cada dado): 


ey | eo | 69» 


ier O 3 ul 
EURO 

UTC s | =9 [as 
RD : 


fna: ab 


“A próxima tabela relaciona os valores ds funções posição, 
velocidade e aceleração nos extremos do intervalo de tempo 
[51,9 eos instantes cm que e velocidade ou а aceleração é ero, 


t 2 4 6 9 
«|ә [о 1а [а [а 
ме [о [2 [о [е 
a| w| ua | o|2 | ell 


Econsenient representar esquermticamente o movimento 
de Р, como na Figura 4.54, А curva acima da rem coordeneda 
não ёа trajtório do ponto, e sim um esquema para evidenci 
э manita como Р se move sobre a rela 1 


2B Cálalo o Cosmo Analiica_ Cop 4 


Cap. 4 Aplicações da dervoda 285 


p 


x = 4,98 a 


Pu 
Figura 458 л 


Conforme indicado pelas tabelas e pela Figura 4.54, em 
1 -1 о ponto está a 69 centimetros à esquerda de origem c ct 
se movendo para а direita com uma velocidade de 63 ств, 
A ncoleração negativa -30 emeg indica que а velocidade está 
diminuindo À подо de 30 cm cada segundo, O ponto continua 
a se mover para a direita, com velocidade coda vez menor 
tendendo para zero em £=2,12 centímetros à direita da origem. 
O ponto P reverte a direção é que, em 1 6, своја 
a 20 centimetros à esqu em, Reverte al novamente à 
direção e passa ce mover para adireila pelorestaste daintervalo 
de tempo, com velocidade crescente. A direção do movimento 
& indicada pelas seas na curva da Figura 454, = 


EXEMPLO 2 


Um proci é lançado verticalmente para cima com um velo- 
cidade de 120 m/seg, Pci fiska, sibemes que su ditacia 
acima do solo após segundos £s) AF 4 120 


(a) Determine em que instante e com que velocidade o projétil 
atinge о solo, 


(0) Determine а altura máxima alcançada pelo pojei 


(e) Determine a acd 


ção em um instante айй 1- 
soLução 


(a) Representemos a trajetória do projétil em uma reta coor- 


está no solo quando 492+ 1200-0, ош 


insiste r é 


MO =r) -98120 


Definição (4.22) 


Em particular, para £ = 24,5, temos a velocidade de impacto: 
W245) = -9,8(24,5) + 120 = 120,1 s 


A velocidade negativa indica que o projétil estê se movendo 
па direção negativa (para baixo) no instante em que toca 
o salo. O nódulo da velocidade (speed) nesse instante € 


24,5) | 120,1 m/seg 
(Ы A altitude máxima ocorre quando a velocidade € zero — 


isto 6, quando #0) - -Dàt 120-0, ou 11224 m. A 
aliiude máxima é 


(1224) =-4. (12,217 + 120(12,24) = 73469 metros 
(9 A icclencio дї) no instante ré 
mv) «58 тер 


Быз aceleração constante é causada pela foça da gravidade 


O ipo seguinte de movimento envolve funções trigonomé- 


О movimento harmânico simples pode também ser defini 
exigindo-se que а aceleração 4() satisfaça a condição 


ali) matt) 


para todo £. Pode-se mostrar que esta condição é equivalente à 
Definiçio (422). 


No movimento harmônico singles o porto P oscila entre 
о pomos de 1 com coordesadas -t c A. A amplitude do 
movimento £o deslocamento máximo | i| do pomo em rea 

A origem. O perdo é о tempo 2x/ necessário para uma 
oscilação completa. A Frequência 2x é número de oscilações 
ри unidade de tempo. 


Эм Gildo com бесте Anat 


simples ocorre em muitos tipos 
diferentes de onda, tais como ondas de água, ondas sonoras, f 
ondas de rádio, ondas de luz e ondas de distorção presentes em 4 
corpos em vibração. Funções do tipo definido em (4.22) tumbém. 
corren na análise de circulos elétricos que contêm uma força 7 
© comente eleromotiz llenada. 


Como outro exemplo de movimento harmónico simples, 
consideremos uma mola com um peso anexo, que oscila verti. 
calmeste em relação a uma reta coordenada, conforme Figura 
456. O número 50) representa a coordenada de um porto fixo 
P no peso; supomos que a amplitude |Æ | do movimento seja 
constante. Neste caso, ão há nenhama força de atrito queretarde 
о movimento. Se houver avito, а amplitude decresce com o. 
tempo, e o movimento é amortecido. 


ЕХЕМРІОЗ 
, Suponha que o peso exbido ra Figura 456 esteja oscilando e que 


30-1091 


Я озде ré expresso em segundos e () em centimetros. Discuta o 
movimento do peso. 
| | soLução 
ПЕ) Comparando a equação dada com (0 = cos (ur b) dà Dei 
| "icio (4.22), obtemos 4 10, un e = O Ito nos di 
o fo 


amplitude A=10 cm 


periodo: 2E, 
š w 
Ba 


[o fregiência: 


10,12). As funções velocidade e aceleração: 


são dadas por: 


«(а DII 


СЕ 


aovo- si 5 „л 
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A velocidade é 0 em е0, 196 ¢ t=12, 
тёп [А06] = O para estes valores de 1. A aceleração é zero pm 


= 3e t= 9, pois, nestes casos, cos [(/6) = 0, Os instantes em 
que а velocidade о a aceleração são O levam-nos а examinar os 
intervalos de tempo (0, 3) (3, 6), (69) е (9, 12. A tabela que 
seus exibe as principais características do movimento Os sinais 
de v() е а) nos intervalos podem ser determinados utilizando-se 
valores de teste (verifique cada dado). 


decrescente 


decrescente 


Note que se Qe te, velicidale v() 6 negativa e 
decrescente; isto é МП) зе toma mais neg 
absoluto |01, o módalo da velocidad 
3 t < 6,a velocidade é negativa e crescente (Г) ве torna menos 
negativa) isto é, o módulo de velocidade de Р é decrescente no 
intervalo de tempo (3,6). Cabem observações semelhantes 
quanto aos intervalos (6,9) e (9,12. 


Podemos resumir o movimento de P como segue: Em 
1==0,s(0) = 10е о ponto P estáa 10 cemtínetrosacim da origem 
О.Р move-se então para baixo, ganhando velocidade até atingir 

igem O em t « 3. P passa então a diminuir a velocidade até 
atingir um ponto a 10 centímetros abaixo de O ao cabo de 6 
segundas. À direção do movimento é aí revertida, e o peso se 
move рг ganhando velocidade aé atingir O em £= 9, 
após o que perde velocidade até геог à posição original ao 
fim de 12 segundos, A direção do movimento é novamente 
revertida, repetindo-se o mesmo padrão inde 


O cálculo tomoue um importante instrument para 2 
resolução de problemas que ocorrem па economia, Se utilizamos 
uma função f para descrever certa entidade econômica, empre- 
gas o adjetivo marginal para especificar а derivada f. 


Sex éo número de unidades de um produto, os economistas 
costumam usar as funções C, e, R е P, que se definem como: 


M6 Cálado com Crime Ane 
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Função custo: C(y) = custo da produção de x 
этмез 


Função costo médio: ca) = © «custo médio da 
produção de uma unidade 


Função receita: R() = receita proveniente da venda 
de x unidades 


Função luere: Ple) = R(x) = Clx) hero na venda de 
x unidades 


Para aplicar as técnicas do cálculo, encaramos x como um 
número real, mesmo que esta variável só possa tomar valores 
Inteiros. Supomos sempre que x20, pois 4 produção de um 
múmeio negativo de uridades não tem significado prático. 


EXEMPLO 4 
Um fibricante de toca-fitas tem uma despesa fixa mensal de 
$ 10.000,00, um custo de produção de $ 12 por unidade, e um 
preço de venda de $ 20 por unidade, 

(a) Determine Ср), c) Ma) e PÛ). 

(b) Ache as funções em (i) se з = 1.00. 


Ө) Quantas unidades devem ser fabricadas para manter o 
«ашп? 


SOLUÇÃO 
(a) O custo de fabricação de x unidades é 12x, Como M 
também uma despesa fixa de $ 10000, o custo total mensal 
de fabricação de x unidades é 
ср) = 12x + 10000 
As funções restantes são dadas por 


10000 ,رر .€ در 


R= 20 
Pla) = RG)- Cla) = 8e — 10.000 


(Ы) Fazendo х= 1.000 em (a), temos: 


(100) = 22.000 (custo de fabricação de 1.000 unidades) 
d1.000)=22 (caso médio de uma unidade) 

(LO) = 20.000 (receita total da venda de 1.000 unidades) 
POLOO) =-2.000 (resultado da venda de 1000 midades) 
Note que o fabricante lem ten prejuízo de $ 2.000 se produzir 
apenas 1.000 unidades. 


(© O ponio de equilibrio corresponde ao lecro zero ~isto é, 
quando tivermos Sr = 10.000 = 0, ou x= 1.25. 


Desta forma, o fabricante deve produzir no mínimo 1.250 
"unidades para não ter prejuizo. 


As derivadas C е, K e 1” sio chamadas custo marginal, 
custo médio marginal, receita marginal ¢ lucro marginal, 
respecivanente. O valor СО) € chumado custo marginal 
associndo à produção de x unidades, Iterpietando a derivada 
como uma taxa de variação, ento C (x) а шка па qual o custo 
vari em relação o número de unidades produzidas, O mesmo 
pode dizer-se дес), PG) e P'O). 


Se C é uma for 
pela Definição (1.5), 


io custo e п um inteiro positivo, eni, 


Cía)» lin 9020-00) 


Logo, se hé pequeno 


iy esc 


D 


Quando o número n de unidades fabricadas é grande, os 
economistas costumam fazer h= ma ülima fórmula para 
apronimar o custo marginal, obtendo 


Clr) Clr 1) - Ct) 


Neste contexto, o custo marginal associado à produção de n 
unidades (aproximadamente) o custo da produção de mais um 
unidode. 


Algumas empresas acham que o custo C(u) 
de x unidades de um artigo deva ser cado por om; 


produção 
Camata al 


Ci) mar be de kê 


£K£29292241222222222222222222*2 
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A constante а representa uma sobrecarga fixa para atender a 
despesas administrativas (aluguel, luz, calefação сіс) que são 
independentes do número de unidades produzides, Se о custo da 
produção de uma unidade fosse b cruzeiros ¢ não houvesse 
Outros fatores a considerar, então o segundo termo da fórmula 
representaria o custo da produção de x unidades. Se x se loma 
muito grande, então os termos de e kr" podem afetar significa- 
tivamente оз custos da produgá 


EXEMPLO 5 
Uma empresa de eletrônica estima que o custo (em unidades 
monetárias) da produção de x pegas utilizadas em brinquedos. 
eletrônicos € dado por 
la) = 200 4 оо5х + 0,0012 
(a) Determine ө caso, o custo médio e о custo ms 


produção de 500 unidades, 1.000 unidades e 5000 uni 
des. 


(Ы) Compare o custo marginal da produção de 1.000 unidades 
com o custo di produção da 1001" unidade. 


so.ução 
(a) O custo médio da produção de x comporenesé 
азу SB 299 „ор + ооох 
O sto marginal é 
Сх) = 0,05 + 00002 


О tor deve verificar os dados da ta seguinte, onde os números 
таз trés últimas colunas representam unidades monetírias. 


(0) Aplicando a função xo, emos 
C(L.001) = 200 + оз бо1)+ (0400011001): 350,25 
Logo, o cito de produção da 1000 unidade € 
(1.007) с юу 35025 35000 «025, 


que € aproximadamente o mesmo que о custo marginal C'(000). 


o lucro? Qual o máximo lucro semanal possivel? 


sorução 
Como a receita obtida coma venda dex mesas é 2.800, a função 
receta К € dada por) = 2.800. A função ucro P ёз diferença. 


entre а função receita R ea função custo C — isto é, 
Ро) R()- Cla) 2.800€- (0-32 Bû + 500). 


ou Pier e 3e + 2880x - 500. 


Para achar o lucro máximo, diferenciamos, obtendo 
PG) « A + ба + 2880 e 3e 2r- 960). 
Obtim-se os números crfticos de P resolvendo 
28-20-9600, ов (y-32) +30 «0, 


A derivada segunda da função lucro P é 


РЕР ч чар ——— ——— —— — че 


Places 
 Conseqfientemente, 
s» | 2000 озо oas E 
T P^(32) =-6(32) + 6= -186 «0 
BIBLIOTECA BO DME/UFCG! 10m | so 035 025 Assim, pelo teste da derivada segunda, obiém-seó lucro maximo 
AMET Н se forem fabricadas e vendidas semanalmente 32 mesas. O lucro 
ec | sem | 295000 059 105 el minio € 


гөз) = (32 + 332)? + 2:032) - 300 = 01.964, 
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5 (midades monetária) 


Smo r 
(unidades) 


Matos fatores devem ser levados em conta por uma 
empresa ao fiar о preço de venda de cada produto, Além do 
custo de prodigio e do Incro Cesejao, a empresa deve ter em 
conta а касдо da demande a eventuais aumentos de preço. Para. 
certos produtos há uma procura constant, e аз variações de 
preço pouco afetam as vendas. Para artigos não de primei 

necessidade, entretanto, um atmento no preço provavelmente 
levará s uma diminuição nas vendas. Suponhamos que uma 
empresa saiba pela experiência anterior, que pode vender x 
unidades quando o preço unitário é dado por pl), para alguma. 
изо p. Cosumanos dizer que pla) € о preço unitário quando 
há uma procura de x vridades; chamamos então p de função 
procura para o produto. A receita total é o número de unidades 
vendidas mullipliado pelo prego unitário, ist & x pfx). Assim, 


RO) apto) 
A derivada pé а função procura marginal, 


Se S = pfa), então Sé o prego de venda unitário associado a uma 
procura de x unidades. Como uma unidade de $ em geral está 
asociado um aumento бех, una fanção procura р é, em geral, 
decrescente; isto é pe] <O para todo з. As funções procura 
costumam ser defiridas implicitamente por uma equação envol- 
vendo 5 e x, como no próximo exemplo. 


EXEMPLO 7 


A procura por x usidades de um produto está relacionada com. 
тт preço de venda S pel equação 2х + 5 — 12,000 «0. 


(a) Ache a função procara, a função procura margial, а fonção 
Tecta e а unção еседа marginal- 


®) Ache o número de unidades е o preço unitário que pro 
dem receita máxima. 


(9 Ache a recita minim: 
SOLUÇÃO 


(8) Como S? = 12000- 2r e S € positivo, vemos que a função 
procura p é dada por 


Seg) EOE 


O domínio de p consiste em todos os valores de x tais que 
12000-2r>0, cu, equivalentemente, 2x < 12000. Assim, 
0 sx «6000. A Figura 457 é um estoço do gráfico de y. 
Teoricamente, não haverá vendas se o preço de venda for 
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ҮТ, ou, aproximadamente, $ 109,54, e quando o preço de 
“venda está próximo de O a procura está próxima de 6000 


lp ê dı 


A unção procura margi 


por 


тате 


O sinal negativo indica que uma sedação vo preço вый associada 
a um aumento na procura. 


A função receita R dala por 
В) apa) -TIRO =E 


Diferenciando e simplificando, obtemos a finção recita margi- 
ml R': 


mo Rã 


(b) Um número crítico para а funçao receita к é 
x= 1208-4000. Como Rt) é positiva se 
Dax<4.000 e negativa se 4000 «6000, a receita 
máxima ocorre quando se produzem e se vendem 4,000 
unidades. Igo corresponde a um preço unitário de venda 
& 


HSNO) = TED = 563/25 


(6) A receita máxima, obtida com a venda de 4000 unidades 
2356325, 


4000655) - S253.000,00 


aceleração no instante £ е deren 
do ponto durame о intervalo de 


та Figura 454, 
Lata 


ES 


“age Posta, 


Бел. 18: Un porto em movimento sobre uma 
teta tem uma função posição s. Ache a velocidade e 


Mare movimento por am diagrama бойро sibida 


«д-н tes 
omovineno 8 MA- 200150 юз 

co Ii. á 
& sls 28 nr +в: FL 
750-25 - 6; Ra 

оз 

ad 340-22- 6 гы 

ны Exeres. 9-10: Um automóvel desce uma ladeira 

іза ر‎ dal 


j 


Ju) blo com Geometrie An 


Cms 


dade quando t = 3 (0) Аро quamos segundos 
Кукеме será de mis 


DIA kezi 


MORI TT kem 

srs, 1-12: Ura projet € lançado verticalmente 
do m com uma velocidade inicial de ols е suns 
ora rima de solo (em metros apés segundos Ё 
¿la po s). Ache (a) a velocidade e a aceleração 


ap spuds, (B) А atra посіла atingida, e (O 
a duração do vão. 


M vo 144; di) = 1441168 
12 v= 192; д) M0 192-162 


res, 13-16 Uma particula em movimento har- 
meo simples tem funcio posição s е o tempo té 
“lah em segundos. Ache a amplitude, o periodos e 


Maeser мийзам 


LED 3640) 430527 


\! А força letromotiz V e à comento 1 em um 
“ei de corrente alenada são dadas por 


testam?) 


Ache ак taxas de variação de V eem relação uo 
tempo quando 1= 


MA vagin anal da temperatura T (em "CY em 
Vancover (Carad), pode ser aproximada pela 


Ej 
und t£ dado em meses, com t = 0 corresponder 
¿ox 1% de janeiro. Aproxime a taxa em que a 


temmperntaa айй vaciando quando 1-3 (I da 
bal) e t= 10 [1® de novembro). 


os que momento do ano а tenperatuta viria 
is rapidamente? 


19 O gráfico da figura abaixo exibe а variação da 
or na bafa de Boston deant veto periodu de 
Mor 


) Ы Jm 


(9) Aproxime niv de a y por eio de um ` 
expresso da forma 


yeesen (ptc rd, 
com t^ O correspondendo à mela nolte. 


ENEM BAT 
won Ыы to 


20 Um iam é uma орда gigamesca caunada por 
um teremoto submarino. Essas ondas podem te 
mais de 20 metros de alt e cunha a grandes 
velocidades. Оз engenheiros costuman represen- 
duros emis por uma equação de forma 
у= а cos br. Suponha que uma dessas ondas te- 
Жа tide aur e period de 30 minuts, aj 
caminhando a 60 mise 


(0) 5ей,у)# um ponto d onda representada na 


бш. expresse y como função de 1 зе 
y= Bm quando 120. 


®) Com que velocidade a onda est subindo (ou 
descendo) quando y=3 п? 


21 Uma roha utun em um lag, vendo-se par 
ima para bainn. А inch do fando do lao 
ao Geno a той» no ane (0 É dada pr 
sg cos + 12, onde sl) É em cotimeims et 
E em segundos (vj afigura, 
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(9) Ache a velocidade de sola quando £ 0,4, (B Exercicios 27-18; Um ponto em movimento sobre 


1,302, 


(0) Em quais intervalos de tempo a rolha está 
subindo? 


22 Una particula em uma mola Vibrante move-se 
vericalmente, de medo que sua distância 0 de 
um ponto fixo na reta de vibração é dada por 
(4 + sn 10001, onde () ¢ em centimetros. 
e tê em segundos 


(a) Qua o tempo necessário para a particula 
completar uma viação? 


(ы Determine a velocidade da panicula em 
1-1, 1,005, 101 e 1015. 


Feres, 2544: Mostre que 


0 = ^st. 

a 0= kes (ote) 

m 

25 Um ponto P(x, y) se move a uma taxa constante 
em vola do cra «sr Pre que a 


projeção O(s, 0) de Р sobre o епох descreve um 
movimento harmônico simples. 


26 Se um ponto Р эс move em uma eta coordenada 
de modo que 


SD = ar cos art b sen ut 


mostre que F deteve um movimento harmûnien 

simples, 

(a) usando a observação que segue » Definição 
am 


@) usando apenas métodos trigorométicos. 
(Sugestão: Mostre que s() = À cos (arc) 
par constantes e c) 


uma reta coordenada em funcio posição з (a) Grae 
ys) pua Ota. (0) Aprosime à posição, à 
“velocidade e a aceleração dos ponta em 1= 0, 1, 2, 


Eserciis 2932: Se С é а função custo de um 
dlterminado produto, determine (а) о custo da pro 
“ção de 100 unidades e (bas funções custo médio, 
сойо marginal e seus vales para к= 100. 


ээ Cla) 800 «04 + 00022 
30 Cl = GA вае ODO 
31 ct) =250+ 100: + до? 


sa c-means 


эз Um bine de pequenos motores estima que 
o custo da produção dex motores par dis é dado 
per CO) =100 +50 + (1004). 


Compare o custo marginal da produção de cinco 
metes com o custo da produção do sexto motor, 


34 Uma companhia far um teste piloto puta а 
produção e um novo solvente industrial e veri- 
Bea que o custo da produção de x de cada tese 
é мо pela fórmula Cho) «3 xs (10), 


Compare o custo marginal da produção de 10 
Tiro com о custo da produção do 11" Hiro, 
seres. 35:36; Pan as funções procura e coto 
“шз, deter (a) a função procura marginal, W) 
o ee, () função luco, (8) função cro 
yl, (©) o сив máximo, e ( o custo marginal 
quando a procura ё de 10 unidades, 


35 ph)=-50-0; Ch) = 10+ 2r 
36 pix)e80- МТ, i) e T5 + VET 


37 Uma agência de viagens estima que, pra ven- 
der x pacotes de viagem, deve cobrar um preço, 
por prois, de 1800 - de unidades тилем, 
purs 1434 100. Se о custo da agência pura x 
pacotes € 1.000 +x 40,01? unitades monii- 
ias, determine 
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aja função recita 
әз função waw 


39 Una loj de aigos para cozinha veia que o 
custo de fabricação ¢ embalagem de x moinhos 
de pimenta por dia 4 500 + 0/25 + QOL. Se 


(ey número de pacotes que maximiza o hero sda moinho é vendido por $ ® determine 


(aa produção que maximiza o to 
fo laco diário 


produto sejam vendidas se» prego de venda é qo yy ө 
00 - li enero por unidade Se o custo de a con que pr tese 
pretução dex unidades € SI + 10x, determine чє, quando o preço média de 9 por pesson, 


(aja função recita 
a função ао 


o número médio de clenes er de 1000 por 
Semana. Após reduzir o prego para $ 7 par pesa, 
o número médio de dientes aumentou para 1.500 
per semana. Admitido que fundo procura seja 


(до número de unidades que masimiza o lors linear, que preço dere ser cobrado pan obier a 


(8) o preço unitirio quando a receita margi 


n 
D 


4.8 MÉTODO DE NEWTON 


Nesta Seção mostraremos como utilizar derivadas para obier 
uma aproximação de um zero real de uma (unção diferenciarel 
f. Para usar о método, começamos por fazer uma primeira 
aprostmação x, do zero г. Como flr) = 0, о número r € am 
intercepo-x do práfico de f, а aproximação, pode às vezes ser 
felt por iapeção do gráfico, Se corakderamos a tangente! a0 
gráfico de f ro porto (x, f(x) e se x, está suficientemente 
próximo de r, então, coifonze usado па Figura 438, o 
interceptox, x, de I deve ser uma melhor aproximação der. 


“Como o coeficiente angular de 16 f), quac da in 
tangente 


pfe) e ea 


O interceptors x, de corresponde ao ponto (e 0) se de modo 
que 


0f) Ру =) 


Se Pl) 0, equação fecedeme é equivalente a 


Método de Newton (423) 
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“Tomando x, como segunda aproximação de r, pode-se repetir o 
processo utilizando a таене em (xy fx). Se Р) 20, 
obtém se um tercera aproximação x, dada por 


mada método de Newton, que pode ser esuncido como segue: 


Sea f uma био diterenclivel, е suponhamos que 7 sj 
um zero mal de f. Se x, б ama apionimação de г, сае a 
aproximado sente, € dada por 


ni aerial 


O métdo de Newon nio ранне que x,, , seja uma me- 
or aproximação de 1 do que x, para odo r. Em particular, 
dever ter cuidado na escolta da primeira apeoiação н, Se 
4, ão está suficientemente próximo de г, é possivel que a 
segunda aprsimação x, seja lor que x, conferme Mutrao na 
Figura 439, É evidente que nio devemes escolher am número 


—; + a, tal que festeja próximo de 0, porque então a tangente | 


seria quase horizontal. 


Podes mostrar que se x= e se f € contínua na 
vizinhança de f, e que se f) #0, entio аз aprosimações x. 
tendem rapidamente para r, om à precisão quie que 

o com cada aproximação sucessiva. Se f(x) tem u 
fator (erf com Kol е эе s,er рик cada s, eno 
aproximações tendem mais lentamente para r, porque f) = 0 


Usarenos aseguiste regra aoaplicar o método de Newton 
Se se deseja uma apronimação com k decimais, aproximaremos 
cada um des números к, Xy —. até k decimais, continuando o 
processo att que duns aproximações corsecutvas sejam iguats 
Os exemplos que seguem ilustram este processo. 


EXEMPLO T CO 7 


ı: Use o método de Newton para obter uma apsoxiacio de УТ 
com cinco cli. 


RfgfSStTtT9942222222222-—-—--—-— 


JM ta om Cmt As 


\ 


inr pedes 


v= 2-7 


EM 


cps 


Cap. é Aplicações da derivada 07 


soLução 


O problema equivale ao da aproximação do zero real positivo 
de flx) «397. A Figura 4.60 € um esboço do gráfico de f. 
Como f(2) 3 e f) = 2, decore, da continuídade de f, que 
2<r<3. Além disso, como f é crescente, só pode haver um 
zero no intervalo aberto (2, 3). 


Se x, 6 uma aproximação de r, então, por (423), a 
aproximação seguinte x, , é dada por 


fe) =] 


Escolhamos x, = 2,5 como primeira aproximação Aplican- 
do a fórmula de x, , com n= 1, obtemos 


Aplicando novamente a fórmula (com n =2), obtemos a aproxi 
mação seguinte, 


(2,6500) -7 
x, 265000 - CST „25 


Repetindo do processo (com п = 3) 


254575 6S5) = £ 
as 


Como dos valores consecutivas de 3, são o memo (com o grau 
de precii dejado) temos que VT = 2,64575. Pode-se mostrar 
que, com 9 decimais, VT « 2685751311. 


EXEMPLO 2 


socução 


Fazendo а)» ә? Зх + 1, о problema € equivalente a ad 
таю zero real positivo de f. O gráfico de f acha-se esboçade 
та Figura 461. Note que f lem ts zeros reis, Desejamos 
determinar o aero que está enire 1 е 2. Como f'(x) = 3-3, + 
fórmula de ,., по método de Newton € 


ES 

ath gts 
Referindo-ncs aa gráfico tomamos x, = 1.5 como primeira 

aproximação e procedemos como segue: 

5-45) ALS) +1 
LETS 
رى‎ NAL, 
رورو ۔ رر‎ ASP RR a 


(1.5321) 1,5221) + 1 
a Sa 


" m1533 


Aim, а aprosimago desejada é 1,5321, As duas raízes reals retatos 
Podem ser spoxinndas e maneira análoga (vc о Exercicio 17) 


EXEMPLOS 
Obtenha а raiz real aproximada de x cos x= Û com wês decimais, 


SOLUÇÃO 


Desejamos achar um valor de x tal que cosa = x Isto coincide 

com а coordenada-x do ponto de interseção dos gráficos de 

y= cosx e у «x. Pela Figura 4,02, parece que x, = 08 6 uma 

primeira aproximação razoável. (Note que a figura também 
a que М apenas uma піз real da equação dada.) 


Fazendo fa) =x- cosx, endo fo) 1 + sexe a fórmula 
do método de Newton é 


Seguindo o processo usual, obtemos 


S-08 
7087 snos 7070 
0/240 - cos 740 

ET "070 


070-0509 | 
auno В „олу 


Logo, 0,739 € a aprovimação desejada. 
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EXERCÍCIOS 48 


Ei Use о método de Newton para os Exercicios 1-24. 


Eures, 
decimais. 


1d 2% 


Feres. 3.6: Obtenha uma aproximação, com quatro 
decimals, da ria da equação que est no intervalo. 


а eds qua 


Obtenha uma aproximação com quaro 


at pa 
5 à) -9-3-0; ra 
6 semseromaecon 0,1) 


Eneres, 78: Obtenha uma aproximação, com quatro 
decimi, do malo ero de Ji) 


7 дез тый aun 
ГЕСЕ 


Ereres, 9-12: Obtenha uma aproximação da raiz, 
com dia decimais, 


2-зы-м 


ПЕРЕ 
M A mior гг de 2 bdr + 10 
11 A raiz postiva de 2e-3senx= O 


N A niz decos ex? 


Exeres 13-20 Obtenha uma aproximação com duns 
decimals де todas at raízes da equação 


1108-120 
g5g-4-240 A 
ma-xel-0 18209230 8:30. 


Demo MP cose 

Exercs 21-24 Apruxime, com duas casas decimais, 
as condenadas dos pontos de interseção dos gráfi 
co dis equações 


ayd УЗ 
اتر‎ rie 


DB ysenix me 


узма y-t- 

25 Podem-se obier aproximações de x aplicando o 
método de Newin a f(r) зеп е fazenda 
т=з. 


@) Ache as cinco primeiras aproximações de л. 


(8) O que acontece com as aproximações de 
EN] 


26 Um exemplo dramático do ferômen da seso 
nela ocorre quando um car ш a aura 
de sa voz para quebrar ив copo, Тиде dadas 
Ter fla) = ax cos he oconem maná maemá- 
cade tais vibrações А figura exibe um gráfico 
de flx) ces 2. Use o método de Nec para 
proximas, com ts decimais, о número cio 
def que cant entre 1e 2 

» 


27 Segue-se o gráfico de uma fino f. Explique 
por que o método de Newton falha do tentarmos 
aproximar o zero de f te x1 «05. 


y 


| 


[Dn 


28 Se flx) =x", тоне que o método de Newton 
falha para qualquer primeira aproximação 
PE 


seres, 29:30: As funções é ёт um zero em 

xal. (a) Foa xy 1d em (423) e determine 
кызу € x para cada função. (b) Por que razão as 
aproximações do zero de g slo тай precisas do que 
as do zero de f? 


29 Y= te-ar 
9-2-6 


EIA El 
B goes 3032: Se € diii calcada Ja) a Falo 
em (423) pode ser sustituida por. 


A9 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Cop 4 Aplicações de derivada 299 


Exigem e dois valores inicio xy e xz para uar. 
ese método (chamado métado da secante). Use 
à método da secante para aproximar, com ês 
casas decimais o zero de f que está en [O 1} 


31 fi) e tg'cos! x- x 4025) - 0/5 
тоза «035 


کی و ا 


3 = 


Exeres XM: Gnfe J е p nos mesmos cios 
coordenados. (a) Estime, com uma decimal, а coor. 
лабаз xı Co porto de intersecção dos gráficos (b 
Use o método de Newton (423) para aproximar a 
coordenada- em (1) com duas decimais. 


Dile al) senî 


PT EE acl 


Exeres. 1-2: Ache os extremos de f зо intervalo 
diio. 


И) 
адден tua 

seres. 3.4 Ache os netos cos de f 
EI 

4 fü) Vc T (e-2 

seres 5: Use о este da princi derivada para 
acta os extremos locais de f. Demi sierva: 
Jos em qe f £cescate on decrescente,  esboc 0 
вов |. 

INS 


" 


609-7 


e 3 
Э f Ver 


7 
a -VS 


Елата 9-12: Use o teste da derivada seganda 
(quando aplicável) para achar os extremos locais de 
f. Detmineos intsvalosem queo fico f é côncavo 
para cima оп cóncavo para Бао, e cha 1 coordena 
das- dos ponios de nodo. Esboce o gráfico de f. 


1a- 
1 
12 fi) ms 


j Se fü = 2 sen x- e05 2x ache os emos lo 
cai e boc o вабо d f pra O ax 2% 


n jo. 


14 Se fü) =2 sem ons 2s, ache us equações da 
tamente е da normal so ico de f no posto 
А) 


here, 1546: Трос o qrdfico de um função 
conta f que satisfaça as condes indicadas. 


IS WERNER fi «0; 
теге) а). 


I= 0se 2e0, 


I) «üse rear 
I> Ose x1 ат к 
JG) se enel ouro? 

ЕТЕ 
ПЕЕ 


(0) € india; 
id» se -3 «x«t; 

fi) «sex Захов 
Ply>Dsexedos derem 
FW) <05ex>2 


senor 1722 Ache o» exuemor é figa o grk- 
fico do. 


niw- 
mz 


элө 


ax Se До) =з кай 1, ache um ninen que 
satisfaga conclusão do valar médio o intervalo 
һа 


24 A velocidade fis 


para uma estrada dos EUA., 
milhas de extenso sujeta а pedo, € de 
és mif Quando um atemóvel chega ao gichè 
de pego, o mora recebe um tiqeete em que 
чий impressa а hon exau. Seo motorista com- 
Pieta v percurso em 1 hora e 40 minuts ou 
ico, ele € notificado o pagar o pedágio: Use 
Meist de valot mi pasa aplica po que 
e julia esta noficação, 


REC 


25 Um homem deseja cercar um campo retangular 
є em seguida subdividido em três тїй 
menos colocando duas cereis panels а um 
dos llos. Se ele só dispõe de 1000 metros de 
cerca, que dimensie lhe dark a área máxima? 


36 Desejeo consta um cobro etn 
de 15) mde profundidade, Had a uma estrutura 
já existente (veja » grs. O teto É fio e ata 
que eusta $ 5 о metro quadrado. O dois lados 
io ton de compensada, ao prego de $ 2o mito 
quadrado, Se dispomos de 3400 par а constru- 
Жо, que dimemies moximiparo o volume da 
Sobera? 


bera 


21 Deve-se construit uma calha em forma de V com 
дал folhas retangulares de mea de 25 сш de 
argu caca. Determine o Angulo сате as ollas 
que maximize а capacidade da cl 


28 Determine a altura de um clíndro circular reo 
coma área da superficie curva mixin, que pode 
ser scito em uma esfera de raio a. 


28 О ineriorde una pista de meia milha de con- 
prime consiste em em reino com semi 
culos nas extremidades opostas. Determine з. 
“dimensões que maninizem s Area do retângulo 


30 Uma companhia de televisão a cats atende pre- 
sentement а 5100 шз, cobrando de cada um 
S 20 por тёк. Ura pesquisa de mercado indica 
que cada redução de $ 1 por més na taa 
individual acaretaá um acréscimo de S0) noves 
«lentes. Determine а ала mensal qe resulte a 
receio mensal mixin. 


31 Um arame de 5 metros de comprimento deve er 
cortado em duas pares. Com una arse um 
leao, e com à оша um quadrado, Determine 
“onde se deve cortar o arame de mado que а опа 
das áreas do circulo edo quadrado 


(a) máxima 


O) minima 


32 Em bioquímica, a curva geral de resposta é dada 
por R « ASAS" 4 a"), ode R é а reposta qui. 
mica que coresponde а uma conecntação de $ 
de uma subsância, para constantes positivas К, 
ne. Um cxemplo € а ta R na qui o ado 
remove о loo! da comente sagte quando a 
concertação de nol €. Mestre que R é uma 
finção crescente de Se que R =k uma assino 
orita da curva. 


33 A função pesição de um ponis em movimento 
Sobre uma tt coordenada é duda pr 


ES) 


Determine a velocidade са aceeagio o instante 
4, e descreva о morimeno do ponto wo intervalo 
de lenço [52,2] 


34 A poricko de um ponto em movimenta sobre uma 
rea crorderada é 


A = esent n) + bos (rem) 


para constantes a, em Prove que s magnitude 
da aceleração € diretamente propordonal à dis- 
“ncia da gen. 


35 Um fabricante de lomos de microondas census 
que o custo da prfocio de x unidades € dado por 


со 


000 + поз psi? + оя? 


fornos com o cust da produção do 

36 A função casa para fatricar m componente de 
microprocessador ê dadı por 

ср) = 1.900 + 2x4 юм? 


Se se fabricam 2400 unidades determine ocus 
o custo médio, о сно marginal e o cast 
marginal médio 
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37 Uma fábrica de equipamento cletónico estina 


que o cus da produção de x calculadoras por 
dae 


C= S004 6er oa 
cada clear vendia por 18, tes 
ay a unção rec 
СЕ 
(e) a produção diria que maximiza o cro 
(ao uc dio minimo. 

36 Um pequeno ext deve ter 30 m de dra 
il. А figa € uma planta simplficad Se 
рчы» ctam 100 por reto comido se 
despueza s parie das paredes acima das porta 
(a) most que эсш» С) ds paredes € 

Ci) = 1003r -2« Qno 


O sche se анон vertisse clin lc 
o gráfico de C(s) para x» 0. 


(9 determine a plata que minimiza о cus 


fem 


| 


1139 Use o método de Newton para aproximar a raiz 
daequação sen xx cos ax ente e 3/2, com 
чё decimis 

Ej Use o método de Newton para obter sma apro- 


ximação de VE com três decimais. 


3 fh Capítulo 5 


b INTEGRAIS 


INTRODUÇÃO 
Os dcis mais importantes instumentos do 
llo são a derivada, jå considerada em 
tapis atrio, € а inegral definida, 
estabelecida na Seção SA. А derivada fl 
motivada por problemas de determinação до 
coeficiente angular de uma tangente de 
definição de velocidade. A integrat detida 
sore de mado tl quando comidermoz. 
o problema da determinação da área de uma. 
"dodo plano у. Est f entretanto, sonas 
"ima das aplicações. Como veremos poste- 
tormento, silia das integrais didas 
^ to abundante variada como ds derivar 

© resutado principal estabelecido sete 
аро é oteorena fundamenta do calo, 
demonstrado та Seção 38. Este rele 
ortnm possibilia achar valores exatos de 
tegis dida utlizando uma adro 
da integral indifinida. Estes conceitos são 
definidos та Seção 3.1; 0 processo pod ser 
encarado como o inverso da determinação da 
derivada de uma função. Assim, ncn de 
сопа а importants processo de cálculo, 

Storms fundamental mora que existeuma 

"rho еше derivadas e терла — um 

resultado clave ри ө ese 


O capítulo se encerra com um estudo 
dos métodos de negração numérica, utiliza- 
dos para aproximar integrado definidas que 
não podem ser calculadas por meio do teore- 
ına fundamental Tais métodos são facilmente 
programáveis para uso em calculadoras e 
computadores, c têm ampla aplicação nos 


mais diversos campos, 


1$21217122222122222222222 


2222122129221. 
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9.1 ANTIDERIVADAS E INTEGRAÇÃO INDEFINIDA. 


Dofinição (51) 


Em capitulos anteriores resolvemos problemas do tipo: Dads ia 
função f, determinar a derive f”. Eatudaremos agora um peces 
relacionado: Dado ита fango f, achar uma função F tel que 
F" =}. Na próxima definição daremos a F um mme especial- 


Una função F € vaa aniderivada de f em um interno 
Te Е'б)- fi) pa өф x en 1. 


Chamaremos também F(x) uma antiderivada de fla). O 
processo de determinação de Р, cu Р), é chamado antidi 
renciação. 

Para ilustrar, РО) =x é uma aniderivada de f (o) = 2e 
porque 


F'G)-Ds?)-2«-f() 
Há muta outras antiderivadas de 2x, ts como x*« 2, 1*- 1e 


к* 43. De modo gent, se C € uma constante arbirária, então 
27 & é uma anideriada de 2r, porque 


Die eC) 20-2 


Assim, há uma família de ontderivadas de 2e da forma 
F(x) = + C, onde C é uma constante міна, A Figara 51 
é um esboço de vários membros desta famil, 


A próxima ilustração contêm outros exemplos de atidei- 
das, C sendo uma constante arbitrária. 


ILUSTRAÇÃO 


JW) ANTIDERNADAS DE f (1) 


T] CN 
Ed ر‎ aid 


E aea Vt c 
4 
tor ахлн, O 
“Tal como na ilustração precedente, se F(x) é uma antie- 


vada de f(s) então também o € Р) 6С para qualquer 
sarema afirma que toda antiderivada é 


Definição (53) 
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Seja li айдаа de f em um intervalo Y Se G € 
КҮШ anda 7° 7 em cido 
sepu Gi) = FG) C 
“pai gua Gili C todo x em 1. 


DEMONSTRAÇÃO 
Se Реб são derivadas de f, js H a fugi dni por 
HQ) = Ge) = Р(х), 

рез sd xem J Mosraenos que 71 € ua ação conta 

cms 6,60) - FG) = C para gun C, ou cquimieneme 

66) = Fi) C. 
——— 

H é contate em, basta provar que 6) Б. Como e G 

жоны f 

ЕСИ 
para todo x em Cono HG € йнепейуа, H é coma, pela 


Teorema (311). Aplicando o teorema do valor médio (4.12) a 
H no intervalo [a], existe um nimero e em (a, b) tal que 


mo- 


Hib) - Hla) 
ba 


Como está em I, Hc) =0, e assim 
Hi) - Hia) =0, os Ho) = (0), 
que ёо que queríamos provar 
Referindo-nos à constante C no Teorema (52) como una 
constante arbitrária. Sc F (e) é uma artiderivada de f (1 ento 
todas вз amiderivadas de f(x) podem ser unidas de F(a) + C 


fazendo perconer о conjunto dos números reais. Empregarenos 
a seguinte notação para uma famila de antiderivadas dese lipo. 


Anotação 


[roa - rac, 


onte Р) = f (x) C é uma constante ai, denota a 
família de lods as antiderivads de f(x) em wm intervalo 7. 
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. Osmbolo usado Definição (53) é o inal de integrat 
Chamamos ff (x) de Integral indefinida de f (x). expressão 
is) € ointegrandoe C é constante deintegraçãoO processo 
de determinição de FQ) +C, quando f fle) ds é dada, é 
designado como ategração indefinido, ou integrar [i Un- 
se o adjetivo indefinida porque f f (e) de representa uma família 
de aniderivsdas, е não uma função especfica. Mais aan, 
cuando estudaremos as integrais definidas, daremos razões рат, 
алво do sinal de шерти e da diferencial de qe aparece à direita 
dn integrando $69. No momento no interpetaremos f0) d 
como в proto de f(x) pela diterencial de enarrenos de 
simplemente como um simbale que especifica a vive 

independente x, que designamos como variável de integração. 
liado tna тата de integro dinie, tal mom i 


ffi) Fi) «c, 
ende F'() =f (0). 


ILUSTRAÇÃO 


¿jade me 


Sn 


Језидин Core 


Pr 


{4C porque D(-1132 1? 
D,sen u= cosu 
Note que, em geni, 

FIGIT 


рф f'(a) = Df (. Isto permite usarmos qualquer fórmula 
de derivada para obter uma fórmula correspondente de integral 
indefinida, conforme ilustrado na próxima tabela, De acordo com 


a mada (casum se abra fade pd 


Tabela sumária de integrals. 
indefinidas (54) 
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INTEGRAL INDEPINÍDA 
Јода fi) c 


Diu O fide-farexec 


ole Jetro frt зс») 
"рива x) = cosx 0) feste sen x +C 
һб{-ошз)-мал |) елха -cosx +C 
Фл) «sec? x б) fsech ides tgx C 
Decanos | (o Даслана 


Dilsmcs)-secrigx |M feergrdrseersC 


сзсз) езек сох | у fese rcot de- -oes C 


A Fórmula (2) ë chamada regra da potência pera a integra- 
pão indefinida. Como se vë ra ilusração a segui, freqüentemerte 
É preciso modificar a forma de um integrando para aplicar a regra 
da poëncia ou uma das fónrulas trigonométricas. 


ILUSTRAÇÃO 


fefe feai 


s JAE te- [rose E a fenda -cost tC 
Jie ien fon rre 

É oma boa dé verificar as interações indefinida (como 
ss de шамда predefinido а оркен fal para 
er e obtém о itgando ou uma fora equivalente do mesmo, 


O próximo teorema indica que diferenciação e integração 
indefinida são processos inversos porque, de certo modo, um 
desfaz o outro, Em () admite-se que J seja dierenciável, ¢ cm. 
i. que f tenha uma antderivada em algum intervalo. 


f£22121221212222222121221312122122222332422*234^ 


E 


Teorema (55) 


Teorema (5.6) 


DEMONSTRAÇÃO 


() jé foi demonstrada. Para demonstrar 
Чума de f е escrevemos 


D[Jstod]-0,1700+C1-F19+0-100 
EXEMPLO 1 
Verifique o Teorema (55) para o casa especial Јо) =x, 
soLUGAO . 
(O асосіое primero x? e, em seguida, integramos 
Јове ficut c 
(6). Primeiro integramos x? e então diferenciamos: 


D, [ice D, (een 


O próximo teorema é фий no cálculo de muitos tipos de 
integral definidas. Supomos ай que f (x) e g(x) tenham antide- 
Tivalas cm ша intervalo 1. 


9 Siri 0 бераце 


o Tires: то de s fan: 
® [ш-да [aa 


DEMONSTRAÇÃO 


Provaremos (i). As demonstrações de (i) е (iii) são anilogas Se 
Fe G são antiderivadas de f e g, respectivamente, 


DjFis) GOLF + б'н) е fü) gt 


Logo, peli Definição (5:3) 

ft eat) de Fe) GG) « c, 
onde C é uma constante aiii. Analogamente, 

Јоде Геб) нуно), 

para constantes arbitrárias С, e C, Estas constantes nos dio а 
mesma familia de ariderivadas, pois para qualquer caso esper 
cil, podemos escoher os valores das constantes fais que 
Cu Cia €, lao prora (i). 
EXEMPLO 2 
Calcule f(5? + 2008) de 
sorução 


Utilizamos priniro (iî) e (i) d» Teorema (5.6) e, em seguida, 
fórmulas de (54): 


[692 cos x) de e [зс + [2 cos de 
“5 fx des2 јава 
на) аана 
33456, 62 em 2C, 
lata zac 


onde C=5C,+2C, 


No Exemplo 2 somamos as duas constantes 5C, ¢ 2C, para 
obter uma corstante arbitriria C. Podemos sempre manipular 
сога arbitrárias desta maneira, o que torma desnecessária 
introduzis uma constante рата cada itegração indefinida, como 
fizemos so Exemplo 2. Em vez disso, se s integrando é uma 
soma, integramos сайа termo da soma sem introduz qualquer 
cantante, е no final acrescentamos uma constante arbitrária 
É costume também о 


o passo 
[eronax - e f 10) as, 


cono no próximo exemplo. 


= 


PERICO AAA AA AAA AAA 


Cap 3 bugs эп 


soLucio 


Vtlizamos identidades trigonométricas pars modificar a forma do 


Catete far 6 3] 
; iara eem sept aplicamos а fm 7) a Tabela (S4: 


solução 


Primeiro achamos uma antiderivada parte cada um dos três 
termas do integrando e em seguida ncrescentamos uma constante 
arbitrária C. Escrevemos Vf como £ e М? como 1% e 
aplicamos a regra da potência para integração: 


ПЕ 


Fassa [etn 


seus 


Un problema aplicado pode ser enanciado em termos de 
uma equação diferencial — isto E, uma equação que ervoh 

derivadas de uma função incógnita. Uma função é uma solução 
de uma equação diferencial se verifica a equação — isto é, ce à 
substituição de função incógnita por f resulta em uma afirmação 
verdadeira, Resolver uma equação diferencial significa achar 
todas as suas soluções. Em alguns casos, além da equação 
diferencial, podemos conhecer certos valores de f, chamados 


condições iniciais. 

EXEMPLO 4 As inegais indefinidas são Gis paraa solo de cesta | 

EN антена ore бри бу ums ei f 
ES envolvendo a função incógnita f: 

solução Јоу едас | 


É mecesstrio primeiro айе a forma de integrando, porque 
o gas do numerador não é inferior ao grau do denominador 

Я Achamos então uma antiderivada para cada termo e scrcicen- 
tamos uma constante arbitrária C арба а última integração 


¡AA 


Dada tana condicio inicial para f, é possível determinar Jf (i) 
expliciament, como no exemplo a segu 


EXEMPLOS 
Resolva a equação diferencial 


lara fia ex-s 


cita condição inicial (0) =2. 


mec 
soLução | - 


Frocedemos como segue: 


Os 


коней Vo fries [Geta ie 


i а 4 од ses 
x: 


WA Cito com Geumeri Analica Сар 3 


para algum número С. (É deenecessário acrescenta uma cont- 


ante de integração а cada membro da equação.) Fazendo x «0. 
+ utilizando a condição inicial f (0) - 2, emos 


10) =0+0-0+Co12=C 


Logo, a solução f da equação diferencial, com a condição. 
Inicia 00-2, 


т-ра 


A equação dada pode também ser escrita em termos de 
diferenciais de у= f): 


Bets led 
Neste caso integramos como segue 
Јо fotus) de 
y O 


Obtém-se a constante C fazendo x= Oe usando у = (0) =2. 


Se tivermos шта seganda derivada f" (+), devenos fazer 
duas itegragOss indefinidas sucessivas para achar f (x). Primeiro 
amos о Teorema (5.5) como segue: 


SED [юг 60) жс 


Achada 09, procedemos como no Exemplo 6. 


EXEMPLO 7 
Resolva a equação diferencial 
f'G)-Scsxedsens 
suja às condições iniciais f(D «3 é (0) 4 
soLução 
Procedemos como seque 
J" = Sess + 2es 
[fire focos 2sen) de 


а 


— Cm юре эз 
Fazendo x= 0 е usando а condição inicial (0) - 4 temos: 
140)=Ssen0-2em0+€ 
4m0-2:14C ш С-6 
Logo, Ре Ssenx- 20x +6 


Integrando uma segunda 


Јуда = f (S senz- 2e 0 de 
p€— 
Fazendo «0 e usando a condicio inicial ДО) 3, ebemos 


f(0) - -5 сно - 25106.03 


3=-5-0+04D а D=8 


Portanto, а solução da equação diferencial com as condições 
iniciais dadas € 


J() e cos x -2 sen eG 


Suponhamos um ponio P em movimento numa rea cocrdenada, 
com velocidade v( e aceleração a(i) no instante 4. Fela 
Definição (421), a( =v'(1) e du 


Јада feto адв 
para alguma constante С. 


Analogamente, conhecida v() então, cono v() = sU. 
onde x é a função posição de P, podemos obte uma fórmula 
que envolva з(), por integração indefinida: 


[vais fs'iarestosD 


para algumas condições D. No próximo exemplo usaremos sta 
técnica para achar função posição para um objeto que se move 
soba influencia da gravidade, A compreensão do problema erige 
© coniecimento de um fato da física. Sobre um objeto ma 
superficie da terra ou próximo dela atua uma força — а gravidade 
T que produz uma aceleração constante, denotad por g. O valor 
aproximado de g, usado na maioria dos problemas, é 98 ту, 
ou 980 cm 


эн Cálculo com Geomenia Ama Cop 5 


| 


EXEMPLO В 


Зорузе uma pedra verticalmente para cima de um ponto situado 
2.45 т acima do solo е com velocidade incial de 30 m. 
Desprezando a resistência do ar, determine 


(a) a distância da pedra o solo após t segundos. 
(b) o intervalo de tempo durante o qual a peda sobe. 


(9 o instante em que а pedra atinge o solo, e a velocidade 
nesse instante. 


soLução 

O movimento da pedra pode serreptesentado porum ponto ruma 
coordenada Vertical com origem no solo e direção positiva para 
cima (veja a Figura 52). 


(a) Adistância da pedra ao sob no iastante é s() e as condições 
їйїн são x(0) = 45 e (0) = 30. Como a velocidade € 
decrescente, v'() «0, isto & а aceleração é negativa. Logo, 
pelas obrervações que precedem este exemplo, 


20-v0--58 
Soma [522 
= Sarre 


para algum С. Substituindo £ por O e em vista do fito de que 
v(0) = 30, vem 30 = 0 «C Се, conseqientemente, 


м0 =-9,8 430 
Como (= temas 
20-930 
LÁ 
ETE 
Fara algum D. Fazendo 1.0, ¢ como 30) 48, temos 
45-0 +0 + D, ou 0 =4$. Segue-se que a distocia do alo à 
pedi o incas тё da por 


EERTE 


@) A podra subir té que v() =0, isto é, até que 
-98t +30=0 00 r3 


Capi Integrais Эз 


(9) A pedia atingirá o solo quando s() = 0, isto é, quando 
ADE узш 445 =D 


490-309-4540 

donde t= -124 ов £= 136, A solução -1,24 é estranha, pois r 
é näo-negativo, Resta 1 736 s, que É o tempo após o qual à 
pedra atinge o solo. A velocidade ness instante é 


M136)= 9,81736) +30 = -42,13 m/s. 


Nas aplicações à economia, se se conhece uma função marginal 


estão podemos usar a integração irdefinida para echar a função, 
conforme ilustrado no próximo exemplo. 


EXEMPLOS 


Um fabricante constata que o custo marginal (em cruzeiros) da 
produção dex unidades de uma componente de copiadora é dado 
por 30- 0,02x, Se о custo da produção de uma unidade é $ 35, 
determine a função custo e o custo de produção de 100 unidades. 


soLução 


Se C éa função custo, então o custo marginal £a axa de variação 
de C em regio à x isto & 


C= 30-002 
Logo 

JE t= f0- 002) de 
e Ci) 30r =- 0014K 


эма algum К. Com x= 1 e C(1)= 35, obtemos 
35-30-091 +K, Ке 501 
Conseqûenemente 
сб) = 30-001» 501 
Em particular, o custo da produção de 100 unidades & 
с(ю) 3.000 - 100 + 5,01 = 5290501 
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Eurcs 43-48: Calcule a inegal paa а e b cons 


а Јас 44 ab 
E MI 
a fena a8 0-0") de 


Eres 40-56 Resolva acuso бшер sujeta 
ds cumáções dadas 


A fes 
PM fine 
agas — 

o Bose, pensem 
m ro 
S4 fl me =4: FOS: 70-4 
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yey =3 хел 


Estres. 57-8: Se um ponto se more em uma seta 
coordenada com з aceleração аф) e ae condições 
iniciais dadas, determine s(0, 


TofS 0)-4 


A ES 


59 Um projétil € lançado verticalmente pan cima 
com uma velocidade de 500 m/s. Desprezando з 
темы d at, detemine 


(a) saa distância no insane 1 


60 Deise ой un objeto da alta de 100 m. 
Desprezando a resistência do ar, determine 


(0) distância percorrida em t segundos. 
буз velocidade зо cabo de 3 segundos 


(O ando o objeto atinge o sol. 


61 Jogase uma peda diretameste para baixo com 
uma velocidade inicial de 5 туз. Determine 


(0) su discado solo apû Y segundos. 
0) quad cla inge o solo. 
ey velocidade com que atinge a solo. 


E2 Uma constante gravitacional para objetos pri 
mes da superficie da Lua € 162 ms. 


(0) Se ма антты na Las joga urra podra 
diretamente para cima com uma velocidade 
de 29 пу» determine а altura iens 

тй. 


б) Se, apt sua volta Tera, o astronauta lança 
a mesma pedra diretamente. ara cima cem 
à mesma velocidade inicial, determine à 
atoa máxima tingida. 


ө Se am projétil ando dictamen para cima 
de ama ara des metros acima do solo, com. 
ur velocidade v m/s prove que, е a resistência 
maré desprezada, mu isis do ol pos 
“segundo € dala pots) at + vî s ode 
uns constant pvc 


pe 


64 Una bol ola por un plano inclinado com uma 
scleracio de 61 cmi? 


(a) Se a bola não fem velocidade inicial, que 
disncia percoreá em t segundos? 


(0) Ош deve ser a velocidade inicial para que 
a bola рекоа 30 metros em 5 segundos? 


65 Se um sutomivel parie do repouso, qual a acele- 
ração constate que lhe permitir ренде 150 
meios em 10 segundos? 


66 Se um caro anda a 96 km/h, que aceleração 
rogatio constante permitirá que ele pare em 9 
Segundos? 


67 Um pais tem 100 tithes de metros cúbicos de 
reserva de gis natal Se A) denota o otal de 
is consumido após апо, entio AM é a fara 
de consmmo, Se a taxa de consumo ё previa em 
5+ O01 bilhões de metros cúbicos per ano, qual 
“tempo aproximado (em anos) em que as teser- 
vas estão esgotadas? 


68 Veja o Exercicio 67, Com base em estatísticas do 
Departamento de Energia dos EUA, a tata de 
consumo de gasolina nos EUA (em bile de 
galões por ano) é de cerca de dildi= 
=2,74- DM 0/00, com = 0 comesponden- 
“do зо мю de 1980 Estime o consumo de paso- 
Tan, em gales, ente 1900 1964, 


69 Um abinde bina de sport determina que 
ıe custa marginal de fabricação de x 
dado por 2 
de uma unidade € $ 25, determine a função custo 
o cto de pradio de SO unidades 


70 Sca função custo marginat de vm preduto É dada 
por 25 ese o custo de produção de В unidades 
E $ 20, detamine a função custo c o custo de 
produção de 64 unidades 


5.2 MUDANÇA DE VARIÁVEIS EM INTEGRAIS INDEFINIDAS 


As fórmulas para integrais indefinidas da Tabela (5.4) têm 
objetivo imitdo, porque não podemos usá-las diretamente para 
calcular integrais como 


[та ou forte 


Nest seção desenvolreremos um método simples mas poderoso 
para mudar а variável de integração de modo que essas integrais 
(e muitas outras) possim ser caluladas por melo das fórmulas. 
da Tabela (5. 


Para justificar ete método, apliaremos а fórmula (i) do 
"Teorema (55) e uma função composta Pretendemos considerar 
diversas funções f, ge, de forma que rosso trabalho ser 
simplificado se entnciarmoxa fórmula em termos do uma função 
h como seque 


Jo agido n) C 


Sejam F uma antiderivada de uma função f ¢ g 
função diferenciáve tl que ge) eslê no domínio de F 
todo x em algun intervalo, Dentando por a função comporta 
de Fe g então hla) = РО) e dai 


SO Fm ara) c 


Aplicando а regra @ сабаа (333) o integrando D F(g(x) e 
lembrando que Р“ = f, obtemos 


DFE) Реб (0= TAE. 
Levando па integral indefinida precedente, temos 


[ [fei ds Fe) «C 
Podemos utilizar o seguinte arifício para ajudar a rememorar 
esta fórmula: 

Sejam шев) е йшкй 


Мое que, uma vez introduzida variável ө = к), а diferencial 
du de u fea determinada por (ii) da Definição (328). Substitui 
Чо formalmente na tima fórmula de integração vem 


[roi roc 


Esu integral iem a mesma forma que s da Definiio (5: 
todavia, и representa aqui uma fugio, e não, uma variável 
independente £ como anteriormente. Isto sugere que g'(0) de 
em (*) pode ser encarado como o produto de g'(x) e di. Como. 
a variável foi substituida por uma nova variávela, est maneira 
de calcular integrais indefinidas é conhecida como mudança de 
Variável, ou método de substituição. Podemos resumir nosso 
estudo como segue, onde supomos que f e g tenham as 
Propriedades descritas previamente 


Método de substiuição (5:2) 


“Se F é uma antiderivada de f, tio 


AS 
Se um glo e dig) di ento 


[rtis Fus c 


Após fizer a substituição и = g(a) confome indicado em 
лу, pode ser necesario inserit um falar constante É no 
integrando para obterm uma forma adequada f f (u) du. Deve- 


mos ertão multiplicar por 1/ para mantera ipunldade, conforme 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 1 
Ober Јута 
sotução 
Façamos u = Sx +7 е сйсшетов dc 

иет due Sie 
Como du contém о цог 5, a inegal nio est па forma 
fd спра por (5:7). Entianto, podemos Duroduzir o 
ator 5 no integrando, desde que mulipliqemos por | Fazendo 
isto e aplicando () do Teorema (548), temos 


рата [VETT de 
AS sa 


Fazemos agora substiição e usamos  regr da potência pura 
integração: 


INSERT de A [NE da 


¿Sua 


4с 


ү 


ET 


+ pls mec 


eset fades Cap 5‏ س 


Direlrizos para mudar 
varlúvols em integrais 
Indetinidas (58) 


орз теры ш 


Dac ро diant, após inserir o ftor k em um integrando, 
como no Exemplo 1, simplesmente multiplicaremos а integral 
por, emitindo o rabato intermedidrio de escrever primeiro 
QU e trazer então LE para fora isto é para a esquerda бо 
timal de integral. 


EXEMPLO 2 


Calar f corde 


SOLUÇÃO 
Façamos a substituição 
ua dn, du=áde 


Cemo da cont o fator 4, ajustamos o integrando multiplicando 
pol 4 с, уша compensar, mulplicamos а intl por | ames бе 
substituir 


Sos dr de= fos dei de 
Јева 


Тия С, 
fenare 


Nem sempre é fácil decidir а substituição u = g(x) кесез- 
эй para transformar uma integral indefinida em uma forma 
que possa ser facilmente calculável Às vezes é preciso tentar 
ias possibilidades diferentes até achar uma subrttuição ade. 
quada. Na maioria dos casos, nenhuma substituição simplificará 
ente о integrando. Veja algunas direirizes 


1 


Decidir por uma subsitlgio favorável и = g(x). 
aaa 
3 Cim ao de 1 e 2 traslomur a Мер em wma 
û forma que envolva apenas a variável и Se necessário 
“intenduzir um fator constante £ ro integrando, 
pensado сапа фуда da ingl pr ШЕ 
er parte do integrando recinto anda 
pn pr Шыга 
E 


P 


A Calcular a integral obtida em 3, obtendo uma 
antiderivada emvolvendo u. 

5 Substituir u por g (x) na antiderivada obtida a diri 
4. O resultado final deve contat apems a variável x- 


Os exemplos que seguem ilustram a utilização das diretrizes, 
EXENPLO 3 
Calcular f x? +1)" a de. 


soLUGÁO 


Se o integrando envolve um expresso elevada a uma potência 
como (227% 1)", costumamos substiwir а expressão por u. 
Азып, 


uen 8d, dam bride 
A comparação de du Gde, com x dx da integral sugere a 
гойо do for 6 no integrando, compensada pela multipli- 
cação da integral por e 


JP +x de=! f +) 6 de 


1 за 1) 
D 


Freqientemente há mais de uma maneira de fazer uma 
зый дә em uma indefinida, Para ilusuar, outro 
método de cálculo da integral no Exemplo 3 consiste em 
considerar 


2228 1, die Gede por ¿ma de 
Subsitim епо x^ de por } di, 

Je? «Meta fu! Lou fuu, 
e integramos como anteriormente. 
EXEMPLO 4 


Casta Jx TGF а 


HD Cálculo com Geometria Ааа Cop 5 


= Cop 5 шше Gn 


soLucáo 
Noe queo integrando contém o termo x di Se ofator x estivesse 
sene, ou elevado a via potência mais nla, problema ser 
mais complicado. Para integrandos que envolvem um radical, 
tm gel bits a erpreno sob о sinal de radical, Ani 
177-69, dus Inde 
Еп seguida introduzimos o fior -12 no integrando, соврал. 
sando com а multiplicação d integral or -5, © procedemos 
como segue 


SANT den [тт юха 


Mone a fura 


[a 


Poderiamos umbén ter serto 
ue1-8 due Ide, -iduna dr 
substnindo x de dietament. Assim, 
SUE due [Ni (- 2) dum 4 Vi du 


Para o stante da resolução, procedemos exatamente como antes 


EXEMPLO 5 


oif 


soLução 
Façamos их? 3х1, dun (e-3) de =3 1) de 


e procedamos como segue: 


1-0 
3 ai 


EXENPLO 6 
Ж оюы [99 ac 


soLução 


Para usar a ema f cos u du = see C, fazemos a здо, 


Mid ИТЕ 
ае, dunha dee ode 


Introduzindo о блог ! no inlegnndo е compensando-o pela 
multiplicação da integral por 2, obteremos 


AO deja 


av 
-afesade- Zin + O 
2 
EXEMPLO 7 
Caleta Гав? Se sen Sede 
soLuÇÃo 


A foma do integrando sugere ullizamos a regra da potência 
ut dum qu! C. Fagamos pois 


um cost, du = -5 sen Se de 


A forma de du indica que devemos introduzir ө fator -5 no 
integrando multiplicar a integral por —. e integrar como segue 


fom? sesen d=} feos? Srt-5 sen S4) di 


ун llo com 


EXERCICIOS sa 


Cato a integral por meio da betis 
© стены a корош em lemos de x. 


I ma 
Чым mes 
m 
¿adi anta 
TS 
i 
СЕ 
Js, ij 
see eas amt 
ОЕТ 


948: Calcule a integra 
DS 10 Језа 
n [Octa о [дра 

u fuerte 


а 


ПОШ 


ШЕ fora 


fota 2 f0-s Y sd 


КО? 


nf au 


n (29 a 


ИУ 26 fte jede 


тешз Jere 


29 fosen (o?) do ja 


з Јона зз], 


з Ганса 
(Sugesto: sen 20 = Zien 0 cos 0) 


м SÍ (Sugestia: en 2A «2 sen Bos) 


35 [еа teasa) de 36 fen censa 


a ferson sonra 
а fct dc 


da fuel sudo 


n 
p 


sj 


de 


а reno: a fus u( 


Exeres. 49-52: Resolva a equação diferencial sujeita 2 


is conti ind. 
orais sos 0 
mn 


ТЕН 


Poea poa 
52 f^() - end s 16 cot de, 
fO-5& fe 


Copos Deu эз 


seres, 53-56: Calcule а intel (а) pelo método 
de substição e (D) desenvolvendo о integrando. 
Como diferem as constantes de inlegação? 


юка иона 
Ele fol) he 


51 Una parla cuegala se move segundo шта 
eta coordenada em um campo magnético tal que 
sva velocidade (em cm) no instar t dada por 
viec 
harmônico simples (veja a Definição 422. 

58 A aceleragio de uma partícula que se move em 
uma coordenada É dade por 
= cos (ot ) para constantes le фео 

segundos, Монте quee momento 
“Simples (rj a Definição 422) 

89 Um esermtécio force gia pars uma comuni 
ade. No verão, a demanda A de Spa (em 0) 
varia de acordo com а fórmula 
“ма = 4300 + L000 sen) para o tempo t 
(ст dias), com = 0 correspondendo ao início do 
veio, Байте о consumo lll de ры durante 


о sangue core do ventriculo 
опа, da fase diastólica durate 
a qual о músculo carico relaxa. O gráfico da 
figura costuma ser usado риа modela am cido 
completo do processo. Para um individuo em 
fase sislic dura 3 de segundo e 
tema taxa плитә de (жө Vl de8 Limin, 
onde V d о volume de sangue no coração no 


(0) Moste que dVid= B sen (2400) nin. 


(0) Estime a quantidade tobl de sanguebombra- 
da para а orta darane uma as st 


Tue "юе Tae 
po 


61 O proceso tico da respiração consiste em 
períodes alternados de ialaçã e exlação. Part 
um adult, um ciclo completo ocorrenormulmen 
de a cada 5 segundos, Se V denota o volume de 
ar nos pulmões no instapte , então Vi & tx 
de uso, 


(0) Se a ыа máxima de fluxo é 0,6 лер, 
estabeleça uma fórmula ФИ! = а sen br que 
comesponda à informação dada. 


Ф) Use (a) para estimar a quanidade de ar 
nalada durante um ciclo. 


а Muitas populações ais eum par ciclos de 
10 эле. Suponha que à taxa de crescimento de 
uma. população” de coelhos seja dada per 
Adi 1000 cos (2t coclhasfant, onde N de- 
sota o número mı popalaio no Имиш (ет 
non) e t= Ocoresponde ao começo de un ico, 
Se a população spin 5 ano estima em 3000 
oelhes, determine uma fórmula риз o 
jante te estime a população máxima, 


(63 Mostre, por rês procesos diferentes que 


РЕ e 


Como podem ser cortes as trës respostas? 


3 Ciel con Сетина ао CS 


Cop 5 egale э? 


5.3 NOTAÇÃO DE SOMAÇÃO E ÁREA 


` зошАо 


Nesta seção lancaremos as bases para a definição da integral 
definido. De início, é vitualnente impossivel vislumbrar q 
quer relacionamento entre integrais definidas o integris indefi 
idas. Na Seção 5.6, entretanto, mostraremos que existe um 
rclacionamento bastante estreito: Аз integrais indefinidas podem 
ser utilizadas para calcular integrais defnidas. 


No estsbelecimento dn integral definida uti 
somas de muitos números. Para expresar ta 
maneira compacta, é conveniente uilizar а notação de 
somação. Dada uma colegio de niim ley су, 
simbolo 37 


а, representará а sua soma como segue, 


NAT 
an) een 
ааты 


A etra grega malóscua E (sina) indic uma soma, e. 
representa ok termo da soma, А kira Аё o dice de somação, 
cu variável de somação, e loma valores inteiros sucessivos, Os 
inteiros 1º e п indicam оз valores extremos da variável de 


somação. 


EXEMPLO 1 = 


сөй YA + 


ei азий оза Gi woe IE 
14. Para achar dla saimos K por 1, 2, 3 e 4 é 
tomamos oí resultados. Assim, 


Saara serao 804-3 


2)* C4) «016-10 


Podem-se usar outras letras qoe não £ para a variável de 
somação. Para ilustrar 


Teorema (5.10) 


ee» Ye Ў лсе 
—— 


PP 


O domínio da varivel de somação não precisa começar 
sempre em 1. Por exemplo, 


araras 
EXEMPLO 2 


Calcule 


soLução 


ijs jn enm 


ОЕ 
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Teorema (5.11) 


DEMONSTRAÇÃO 


Para provar (i), começamos com. 
у уз) REPE: 
Reagrupando os temos à direita, obtemos 


у ose cnn) eh oues) 


deis 


een rara + +a) = 


Para demonstar (ii), escrevemos а, b = a, ¢ (=1), е 
aplicamos () c (ii) 


As fórmulas do teorema seguizte serio úteis mais adnate, 
© podem ser demonstradas por indução mulemáica (veja 
Apêndice D. 


sotução 
Aplicando (9) (i) do Teorema (5:12), obtemos 


P 


PIRE 
Е MC ADIAC мм» 
Bewos 

Бран У (Ek 43) em termos de n. 


SOLUÇÃO 
Aplicamos os Teoremas (5.11) (5.12) e (5.10) 


nl), q‏ 0ا 
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Figura 53 Região sob o gráfico de f. 


A definição de integral defini (а ser dada na Seção 5.4) 
e$ estritamente relacionada com as Áreas de certas regiões do 
plano coordenado. Podemos calcular facilmente a área se a 
região é delimitada por retas. Por exemplo, a а de um 
retîngulo é о produto do seu comprimento pela sua altura, A 
área de um tiângudo 6 o semiprodato de uma altura pela base 
correspondente A área de qualquer poligono pode ser obtida 
subdividindo-o em triángulos. 


Para calcular áreas de regiões cujas fronteiras envolvam 
ratios, enretato, devemos utilizar um processo de limite e 
métodos do cálculo. Em particular, consideremos uma regido R 
“em um plano coordenado, delimitada por duas retas verticais 
x=a e x=b e pelo gráfico de uma função f contínua e 
nio-negativa no intervalo fechado [a, b. A Figura 5.3 istra 
uma região deste ipo. Como f(x) 0 pira todo x em [a, b), o 
aráficonio tem parte alguma baixo do eito-x. Por conveniência 
refesir-sos-emos à região R como a região sob o gráfico de f 
de a e b. Queremos definit a área A de R- 


Figura $4 Un poligono retamgala inserito, 


Para chegarmos a uma definição satisfatória de A, consi 
deraremos muitos retângulos de igual Jargura e tais que cada um 
esteja completamente abaixo do gráfico de f e inlercepte o 
gráfico em pelo menos um ponto, conforme ilustrado na Figura 
54. A fronteira da regio formada pela totalidade desses retn- 
alos ¢ chamada um polígono retangular inserito Usaremos a 
seguinte noção: 


Ay área de um polígono retangular inserito. 


Se a lugara dos ednpilos па Figura 5А é peque, ndo parce que 
[Ж 


sto sugere fazermos a largura des reimpulos lender para zero 

+ definit A como um valor limite da soma das reas Ap, dos 

polígonos retangulares inscritos. A notação apresentada a seguir 
permitirá levar avante о processo rigorosamente 


Sen é um inteiro positivo arbitrário, dividimos o intervalo 
[a,b] em n subinervilos, todos de mesmo comprimento 
da (6-aln Podemos ohier isto escolhendo números 


mr 


pura k 1,2... m, conforme indicado na Figura 5.5. Note que 


3ya, x noA xoa +20, x =@+ 3A, 


ТОЕ 


Figura 55 


A função f 6 contínua em cada sublnerva [sy „үс 
daí, pelo teorema do valor extremo (42), f toma um valor 
mínimo pera algum número u, em [n , X]. Para cada A, 
construamosumretângulo de largura Ar = x, ==, е altura igual 
à distância minima f (u) doeixo- ao gráfico de f (vejan Кіри 
55) A área de ke retângulo é f ui) Ax. A rea A,, do polígono 
retangular inserito é а soma das áreas dos п retângulo, isto é, 


Aye fü) + fü) Bes f) 


Com a nação de somação, podemos escrever 
Apr Y pas, 


onde fu) É o valor mínimo de f em [x |] 


pequeno, então а soma A das áreas retanzul 
mare de área da região R. Intuitivamente, sab 


que, me 


grreeeeosoee 
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Delinição (5.13) 


чен El, ды ia de 


quando Ax se aproxima de O (mas Ax # 0), podemos considerar 
А cono a área de R ¢ escrever 


A7 lim Ag" lin У, Jas 
O sigrificido deste nite de somas não € о mesmo que о do 
limite de uma função, introduzido no Capítulo 2. Para eliminar 
ав palavras "se aproxima" e chegar а uma definigio satisfatória 
de A, adolemos um ponto de vista ligeiramente diferente. Se A 
denota a área da região R, então а diferença 


A-Y sugar 


баба dı poção da Figura 55 que está sob o rico de f e 
acima do polígono retangular inscrito. Este número pode er 
encarado como o emo decorrente dn utilização da área do SA 
Poligono retangular faco para aproximar А. Devemos poder 0 
tomar este спо tio pequeno quanto posivel, escolhendo a 
amplitude Ax dos retingulos sulcieniemenie pequena. Esta é à 
vação para defnigo seguinte da áres A de К. A notação 
é a mesma que usamos па discissdo precedente. 


seja f contínua с não-negativa em [а, b]. Sejam A um | 
o 


icd QUE loh id «>й exite um b> Û al ques 
"чо Awi вум peg > 5 
E dd 


mente pequenos com largura Ax, podemos tomar a diferença | 
entre A e área do polígono inscrito inferior а um bilionésimo. 
de uma unidade quadrada, Do mesmo modo, se к= 10 

podemos tornar esta diferença inferior a um trilionésimo de uma 4 


Unidade quadrada. De modo geral, а diferença pode ser tomada. 
inferior a qualquer « prefixado, 


DE Cope тааш эз 


Se é contineri a, bJ, mostrase; em textos тай avançados, 
quecxiieefetivumerte um nûrmero A que кийиб a Definição (12). 
Chamarnos А a área sob o gráfico de f dea аЬ. 


Pode-se obier a rea А também por meio de retângulos 
cdreunseritos do tipo ilustrado m Figura 50, Neste caso, 
escolhemos o nímero э, em cada intervalo [x, x] tl que 
JO é o valor máximo de fem E. 


Seja 
Age = йез de um polígono retangular circunscrito, 


Vtñizando notação de somação temos 
At Y fas 


onde ff) é valor máximo de f em [s yx) Мае que 


Y Sujarzas Y, Flu) dx 


En (5.13) define-se o limite de A, quando Ax -»0, A única 
modificação é que impomos 


Y fete 


Já que queremos que esta diferença seja nio-negativa. Pode-se 
mosirar que se obiém о mesmo rümero A, quer se utlizem 
retingulos inscritos ou circumeritos, 
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EXEMPLO 5 


Sejam f ()= 16-42 e R a região soh o prifco de f de б 3. 
Obtenha uma aproximação da dica de R, utilizando 


(a) um polígono regular inscrito com Ax «1 


(0) um polígono regular circunscrito com Ax =} 


SOLUÇÃO 

(al A Figura 57 exibe o gráfico de f e o poligono retangaar 
descrito com Аг =$ (com escalas diferentes para оз cios 
жеу). Nue que J ê decrescente em [3] e, би, o valor 
mínimo Ди) во т subinervalo core no extremo dicito 


do subintivalo. Cono há seis retângulos a considerar, a 
fórmula de Ap é 


Ane У Hu) Aa 


INDAGA AO AO 


ppp 
EE 

(0) A Figura 58 exibe o gráfico de f e o polígono retangular 
circunscrito. Como f é decrescente em [0, 3), o valor 


máximo (5) осот no extremo esquerdo do k" subin- 
tervalo. Logo 


Aet 3 Lor 
OASIS AO 
BRE 
241,125 


Segue-se que 36,25 A «41,125. No próximo exemplo mostri- 
emos que А = 3, 


T [EET 


EXEMPLO 6 


Se f(x)» 16-42, determine a frea d 
deas. 


jo sob o gráfico de f 


soLução 


A tego já foi considerada no Exemplo 5 е é representada na 
Figura 59. Dividindo-se o interval [0,3 em » subintervalos 
iguais, o comprimento бе cada subintervalo é 3/a. Empregando 
э notação usada па Figura 55 com а= e В = 3, temos 


3,20, х=, xn 24, “Ёк, rs л,=лАх=3. 


X 3 


Como f é decresceate em [0,3 o número 4, em [x, x] em. 


¿ue f toma seu valer miimo é sempre o ponto extremo direito 
x, do subinemalo; isto 6,4 =, = 3n. Assim, 


no-i) -16-28 


e o somatório na Definição (513) é 


S supar 5 [6- 


iet) 


огде a lima igualdade decorre de (ï) do Teorema (511). (Note 
que З/п nio contém a variável de somução E) Usamos em 
Seguida os Teoremas (5.11), (510) e (5.12) para obter 


imei Pu 
posse 
PET) 


Риа achar а drea da região, fazemos Ax-«0. Como 
Ac = 3n, basta fazermos n crescer sem limite, Conquanto nosso 
estudo de limites envolvendo infinito na Seção 24 diga respeit 
a uma variável real x, vale discussão análoga se a vanável é um 


EZISII311212123213112122222232222222^2^ 
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intero n. Supotidó iso verdadeiro e admitido que possamos 
substituir Ax — por n е, oblemos 


[3 pac tm [s- ien] 


=48-2.2039 


(a lata du vão € 39 unidades quadradas. 


Podese obter à área no exemplo precedente uillzando. 
polígonos retangulares cireunseritos, Neste caso, escolhemos em 
cada subimtervado |, 4) número v, = (k- 1)(3/) em que f 
toma seu valor máximo. 


O próximo exemplo ilusta a utilização de retângulos. 
circunscrlos para a determinação de uma área, " 


EXEMPLO 7 


Se fix) ^ determine а шеа sch o gráfico de f de 0 a b, para 
b» Oarbivário. 


solução 
Sobdviisdo o intervalo 0,6] em n partes iguais (veja a Figura 


5.10), obtemos um poligono retangular cireunserito tal que S 


Асып ex mk As, 


Y 


2 
LI 


Cups рш 37 


Como $ é uma função crescente, о máximo f(y) no 
intervalo [s, 4.24] ocorre no extremo dicto; to € 


sr rete de 


A soma das frcas dos retângulos cicumsrtos é 
PED y 
M e Lb tnn 
Resp 
РТО 
DN 
once aplicamos o Teorema (512). Fazendo Ax -« 0, então n 


rece sem límite e а expreso envolvendo п (сше para 1. 
Segue-se que а área sob o gráfico € 


э m 
ES 

n MAC RR 
EXEMPLO 8 


Se f(x) =x, determine aérea A da região sob o gráfico de f de 
da? 


ошодо 

A Figura 5:11 é um esboço do ático. 
Fazendo A, = área sob o gráfico de Da 4 

e A, = área do pifico de 022 


а dre А pode ser determinada subinindose А, e A 
А-А-А, 


No Exemplo 7 obtivemos o valor $ b para a área, sob o gráfico 
de у= x? de Oa b, Рэйапо, tomando b= {com A, e b = 2 com 
A obtemos 


Е = LI " 
эзе Cálalo con GenmerisAralien Cop Е E) 
EXERCÍCIOS 53 WEM 54 A INTEGRAL DEFINIDA 
Exerc. Li Cle a som Na Segão 53 definimos а rea sb o gráfico de uma funcio f 

4 de aa b como um limite deforma. 
2300 Seja a trea stb висо função 8 
A dada J de a a b. Омса uma aproximação de A lim Y fae 
; Й чана ыо (a, b) em subatevals de iaa compr- “2 
memo Ax e usando (a) Aj е А, 
3 Y AMD 4 Y &-20-3) в = - Estudo re simos f c Ax como seg 
>, P cp i" diei Em osso estudo restingiuos f с Ax como segus: 
А à pa Жы 1. A função f é continu no intervalo fechado [a, Bl 
sync «Ye» i ; 
^ a Y менә аз, bek м-р 2. f (5) é nño-negativa para todo x em fa, b]. 
a im S ae э, Todos os ubintervalos [s x im omessio comprimen- 
DTI is ES Em Tia 
E ш Since: niin 4. O número w, ё escolhido de mudo que f (w,) seja sempre 
seres, 42: Exprese а sama em termos de veja 1 2 
mea C gu p) Ac=03 o mínimo (ou o máximo) de f em [s, x). 
a А Exeres 2530: Беті 6 e 7. Determine а йек Há muitas aplicações, que envolvem este tipo de mil, em que 
S (rake шў 26) sb o gráfico da função dada f de O a b usando men todas as condições acima são заека, Assim, 2 convc- 
А As (a) reingloinscitose)retdguhscitunscrtos miente inroduzir as seguirtes modificações em 1-4: 
А E ^ a5fG)e2e* bus Y, A função f pode ser descontínua em alguns pontos de 
беери ac MEN r^ EA d 
К ерер OE 2.46 pode ser negativa para alpum vem [e b} 
EAR фы залеза has З, Os comprimentos dos subintervals [xx] podem ser 
diferentes. 
و‎ жар inge de 4. O nis pode ser qualquer número em [x х], 
adde: мудан doa "Орр ме ы ies 
sers 3132: Veja oerengl Demi essa Note фи, se 2° € verdadeira, parte do gáico está abuso do 
o gico de f comespondete s immi (a) eixos, е assim o linite rdo é mai a drea sob o gráfico de f. 
Bees Introduzumos uma terminologia e notação novas. Uma 
БЕСЕУ зау) + r î largó Р де шш latcrvno fechado (а, b] € qualquer decompo- 
à E v sigo de fa, b] m iubintervaos da forma 
ы ың) уд р а 
Papo ннен 
g | у Na AR EC, pod 
: Г 8 O comprimento, E"? subintervalo [ey] sed denotado por 


LOL AE 


o 


LUPA 


' 


— 
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Dotinição (5:14) 


A Figura 5.12 lora oma partici típica de la, b]-O mior dos. 
* números Ax, Ar, Ax, É а norma da partição P e зе denota 


EXEMPLO 1 

Os números {117 223,3; 4,1; 45:5; 6} det 
partição P do intervalo [1,6]. Determine os comprimentos 
“At, As, dos subirtervalos em P e à norma da partição. 
sorção 


Омет os comprimentos As, dos subintevalos sabtraindo 
números sucesivos em Р. Assim 


љун, An-05, А-ТА, A =08, 


M, А05, Ar =10 
A norma Р é o maior desses imer 


ES 


O conceito que segue, cuja designação é em homenagem a0 
matemático б. F. B. Riemann (1826 -1866) 6 fundamental 
раа a definição de integal definida. 


Seja f definida sm um intervalo fechado [a], c seja P 
ua puto de fe; b} Umma soma de Riemann de f (ev 
f) para P € qualquer expressão R da forma == 


ум. 


alet =12, 


Na Definição (5.14), f(w) não é necessariamente um 
máximo оп em minimo de J em py. „ү, Se construímos um 


— ЕУ, 


Jd io 23 lodo at new to 
nem cicnscro, Além disso, como (6) pod sr epulum 
de a cios toman a А 
Conseqbentemente, R, nem sempre representa uma soma de 
dcs de npo. 

A soma de Riemann em (514 ad а seguinte 
intacto pomética. Para cada bir.) ewe 
truenos em segmento horizontal pelo ponta (и, (s) obtendo 
as colo de tigo. Se (v)! oliva reto 
está acima do ixo, conforme тта os ils mais 
isos de Figura S14, € o produto f(v) Ax € à ira voe 
regalo. Se o) negativa, talo sico do cos; 
como os retângulos mais escuros da Fia 5.14. Net co, o 
probuo (w Ax, € леш de irea do rcgio Decore 
que, É soma ба áreas dos rus que sti cima do 


cixo-r e dos negativos das áreas dos retângulos que eso abaixo 
daquele eixo. 


оле 
Figura S14 


EXEMPLO 2 


Sejam fx) =8- 1з, e Р а partição de [0,6] nos cinco subin- 
tervatos determinados por 


nS n 25, 33248, ne‏ د 


4-6 
Deiermine а norma da partição e а soma de Rismanı R, os 


м 022 


5, 0,25, 13-85 


0 Cie com Gesneri Alca Cop 


soLução 
O gácode f está esboça na Figura 15, onde esibimes também 
os pontos que corresponden a w, с ов igo de comprimestos 
tm para k= 1,2,3, 4e5. Assim, 

dx =15, Agel, А-2, 81,905, 64,1 
A norms [Р | da paro £ Ax, 002. 


Usando a Detinição (3.14) com n = 5, temos 


Га i fiv), 


[I 


fo) Ax + fe) 85, fon) dr fv) A fn) Ax, 
ADAS « (0) BN [0 & 7659701 
(9,5 (900) HUBO) + C45)005) + C7,29)() 
=11625 


Nem sempre espiicaremos o número ad intra 
«з uma partição P de [o b]. Uma soma de Rieman (5.14) 
р então 


R,- Y зд, 


é admiliremos que os termos da forma f (ou) Ax, devem ser 
“somados sobre todos os subintrvalos [r, x] da putiio Р. 


Seguindo as resinas litas da Definição (5.13), definimos 
a seguir 


qim fos en 


pira ша número ial L. ^ 
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Definição (5.16) 


Sejam f definida em um intervalo fechado [o, $] c Z um 
número real, А afirmação 


у somas 


significa que, para todo €> 0, eise um 0 > Û t que se P 
é uma partição de [2,0] com ||P | <8, endo. 


| Y ena 


pura qualquer escolha dos números w, nos subinteralos. 
[д] de P. O número L é um limite de somas (de ] 


Riemann). 


Para cada Û > O exister infini 


partigõen Р de [a,b] com 
IPHL<O. Além disso, para cada uma dessas partições Р há 
infinitas maneiras de escelher o número w, em [x ыл. 
Comegtenemente, а cada partição P podemos associar um 
nûmero iilo de somas de Riemann. Todavia, se o lite 1 
existe então, para qualquer « > 0 cada soma de Riemann está a 
menos de є unidades de 1, desde que se escolha uma noma 
suficientemente pequena. Embor a Definição (515) cifira da 
definição de ie de uma função, podemos dar uma cemors- 
tração análoga à do teorema da unicidade no Apéndice TI, para 
mostar que, se o Паше L existe, € único. 


Definimos a зерні а integral definida como o limite de 
uma soma, onde w, e Ax, têm os mesmos significados da 
Definição (515) 


Jı definida em umn iitervalo fechado (a, b}; А integral 
definida de f, de à a b, denotada por fè f(a) de, € 


desde que o fine exista. 


Se ойс ma Definição (5.16) existe, endo € Inegrárel 
em o, b), e dizemos que a integral definida [ f (i) de existe. O 
proceso de deerminação do limite é chamado cálculo da 
Integral. Note que о valor e uma integral definida é um mero 
real e мо um. familia de amtiderivadas, como ocorria соп à 
integral indefinida 


ELLE nn 


Cups тнв эн 


O sinal de integral na Definição (5.16), que pode ser 
encarado como uma letra 5 alongada (a primeira letra da 
palavra soma) tem por finalidade indicar a conexão que existe 

tre as integrais definidas e as somas de Riemann. Os 
números a e b são os límites de integração; a é o limite 


inferior ¢ b é o limite superior. Neste contexto, límite ^ 


refere-se 10 menor ou ao maior número no intervalo [a,b] e 

está relacionado com as definides de límite dadas ante. 
riormente, A expressio f(x) que aparece à direita do sinal de 
integral, É o integrando, tal como no caso das integrais 
indefinidas, O símbolo diferencial de que segue f(x) está 
associado ao ircremento Ax, de uma soma de Riemann de f. 


Esta associação será útil em aplicações posteriores. 


EXEMPLO 3 


Expresse о seguinte limite de somas como uma integral definida 
no intervalo [3,8]: 


ии ^Y, Ge? =4 seam) Ax 
ике Д 


onde w, e Ax, o os mesmos da Definição (515) 

soLução 

O imite dado tem a forma constante да Definição (5.16), com 
Jose VE-4 sens 


Logo, o limite pode ser expresso como a integral definida. 


n 


Podem se usar outras letras que nãos na notação da integral 
definida. Se f é integrável em [a,b], então 


Jiwan us f гоа 


Por esta razão, a lara x ва Definição (5.16) é chamada variável 
muda. 


Definição (5:17) 


Definição (5.18) 


Sempre que se utiliza um intervalo (a, b], supõe-se a < b, 
Consequentemente, а Definição (516) não leva em conta os 
casos em que o limite inferior de integração não é menor do que 
о límite superior. A definição pod: ser ampliada de modo а 
incluir о caso em que o limite inferior é maior do que o limite 
superior, como segue: 


Sec>d ento f faam- 100 


A Definição (5.17) pode ser enunciada como segue: А 
“permuta dos limites de integração acarreta a mudança do sinal 
da integral, 


A próxima definição abrange o curo em que os limitis 
inferior с superior são iguais. 


зе f) енче, ento 560 


Se f € integrável, então o limite da Definição (5.16) existe 
para toda escolha de w, em [x „лу, Ito permite particulari- 
zarmos и, se quisermos. Podemos, por exemplo, escolhersempre 


w, comoo menor nimero x, _, no subintervalo, ou como o maior 
número x, OU como o ponto médio do sibintarvalo, ou como o 
número que sempre  o.valor máximo ou mínimo em 
ру. Xl. Além disso, como o limite é independente da partição 
P de [a,b] (desde que |] seja suficientemente pequem), 
podemos, restringir nossas partições ao caso em que todos ов 
subintervalos [х,у] têm o mesmo comprimento Ax. Uma 
partição deste tipo chama-se uma partição regular, 

Se uma partição regular de [a,b] contém n subiniervabs, 
enão Ат = (b- a). Neste caso, а simbologia ||P | -» 0 é equi- 
valente a Ax — 0 ou n =» œ, е а Definição (516), toma a forma 


Та 


Sw) as 


O teorema que segue é uma primeira aplicação destas 
somas de Riemann especiais, Mitas outra aplicações serão 
abordadas no Capitulo 6. 
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Teorema (5.19) 


Se f éintegrávele f(x) 20 para todo x em [a, b], então a 
área А da região sob o gráfico de f de a e b È 


Anf 160 


DEMONSTRAÇÃO 
Dasegio precedente, sabemos que a tea A é um limite de semas 
D In) hs, onde J(u) é о valor minimo de f em (xy. pot). 


Como se trata de somas de Riemann, a conclusão decorre da 
Definição (5.16), 


O Teorema (519) енй usado na Figura 5.16. Tenha em 
mente que a área É mossa primeira aplicação da irtegral definida. 
Há muitas instâncias em que J? (к) ёк não representa а drea 
de uma reg. De fo, se f(x) < O para algum xem [a b], então 
a integral definida pode sor negativa ou zero. 


Se f écontinsse f (x) = Oem [a P] então o Teorema (5.19) 
pode ser usado pam саш f? 70) de, desde que possamos 
achar а área da região sob o gráfico de f de a a b. Iso é 
verdadeiro se o gráfico de f é uma rta ou parte de um círculo, 
como nos exemplos seguintes. (Considereremos integrais defi 
idas mais complicadas adiante) Ao calcular uma integral 
definida usando esta técnica empírica, teha em mente que a 
Área de uma região e o valor da integral são numericamente 
iguais isto E, se a área € A unidades quadradas, então o valor 
da integral é o número A. 


EXEMPLO 4 
Сиа f (re Dae 


sotução 


Sef(G) = {x 43, обоо gráfico de f &a retn estocada na Figura 
5.17. Pelo Teorema (5.19), о valor da integral é numericamente 
gt à dron da regio sob esta rela de x = «2 ах =4. A região 
é um trapezóide com bases paralelas ao cixo-y de comprimento 
265 altura б no cito. Aplicando a fórmula da área de ша 
резби, obtemos 


n Gana 35) - 21 


Teorema (520) 


EXEMPLO 5 


Cur f EF de 


soLução 
Se Д) - VIS, então o pfico de f € о semicícuo da 
Figa 518. Pelo Teorema (519), o valor da integral € numeri- 
camente igual à йез da ego sob ее semicírculo, de x « -4 
axo Logo, 


JÉ VET dee pontos 


EXEMPLO 6 
Calcular 


в [MERA A 


soLução 
(a) Usando a Definição (5.17) e o Exemplo 5, temos 


f EE deo - f^ VET does 
() Pela Defricio (5.18), 


Jo 


O próximo teorema afirma que as funções continuas em 
um intervalo fechado sio integráveis, Este fito desempenha 
papel relevante na demonstração do teorema fundamentil do 
cálculo na Seção 55. 


Se f ë contínua em [u D], então f é itegrável em [a, Б. 
А demonstração do Teorema (5.20) pode ser encontrada 
em textos mais avançados de cálculo. 


As integrais definidas de funções descontinuas poder 
existir ou não, dependendo do tipo de descontinuidade. Em 
particular, furgóes que im descontinuidades infinitas em um 


FT12t1T1171222222723232323223222232322322222224 


Tues 520 


[^ 


intervalo fechado não são integráveis al. A tula de ilustração, 


consideremos а função [ definida per panes, com dominio 
10/2) tl que 


|o se r=0 
19-4, 


Henerez 


a 519 é um esboço de f. Note que im, f) =, Se M 
é qualquer número positivo (pando) então no primeiro sutin- 
terval [л] de qualquer partigio P de [a] podemos somar 
um número w, tal que (v) » Mt, ou, equivalentemente, 
Fw) Ax, >M. Segue-se que existem somas de Riemann 


$) 404 4, eso nbitnriamente ando, perso 


a Definição (5.16) nio pode existir. Assim, f não ê integrável. 
“Argumento semelhante val para qualquer função que tenha uma 
descontinuidade infinita em [a, b}. Conscatentenente, se uma 
função $ ¢ integrável em [a, b], então $ é limitada em [a,b]; 
isto é existe um nimero real M iat que | f (2) |= para todo x 
em fe, b). 


Como exemplo de uma função descontínua que é integri- 
vel, consideremos a função definida por parte f, com domínio 


E 
РЕ 
s 
Po 


O grilles de f d ево a Pigura 520. Natë que f tem 
uma descontinuidade ро sito em a Û, Pelo Exemplo 7 da 
Seção 53, а ra sob о gico de угат de 042 6244-4 
Assim, pelo "Teorema (519), fia ёс= 4. Podemos também 


mostar que f; S(x) de= 4. Logo, f Eintepável, 


Acabamos de mostrar que uma função que é descontínua. 
em um intervalo fechado pode ser ou não inegável ai. Entre- 
tanto, pelo Teorema (5.20), funções que sio contínuas em um 
intervalo fechado são sempre integráveis ai 


EXERCÍCIOS 54 


sucer 3 Cu sie do deii mr pr 
a Pleuninerl a) Deemineo comprimento 
Eca mine de P de paço. OY Айе a 
soma Pa риге. 


14152633455] 
20334526 

ses 
“ 


14/3354) 


Exerci 5-6 Seja P a parco de [1,5] definida por 
(1, 3,4, 5]. Ache uma soma de Riemano R, para a 
função dada f escolhendo, em cada subitervalo de 
P, (alo ponto extremo Aire, (1) o ponto exuemo. 
A esquerda e (c) o ponto médio 


SI 6 ффзз-® 


78e/(5)- 8-12? P а partio regular de 


108] em seis subintervalos, ache uma soma de 
Riemann R, de f escolhendo o ponto médio de 


cata intervalo. 


ввод) ев- рер 
definida por (O: 
cama de Rea 
m 


a рио de [0,6] 
45:6), determine uma 
i escolhendo os números 
not subinervslos de P. 


9 Se J(u e P э pario de [-2:4] definida 
por [22,0 1,3, 4], ache uma soma de Riemann 
К, de [escolhendo os números -1,1,2e4 nos 
ibintevalosde P. 


10 Se f(a) = VE e P £s pario de [1,16] determi 
тада por 41,3.5,7,9, 16), ache uma soma de 
Riemann A, de escolhendo os números 
1,4, 5.9 e 9 sos sbinteralos de Р. 


EM se fp) =x NET EP é а partição regular de 
10,3) em 10 subintervalos, ache uma soma de 
Riemann К, de f escolhendo o pomo médio de 
cada sıbintervalo de P. 


(012 Se f) sen (cass) e P é a partição de [-1,1] 
determinada por, (-1; -0,65; -023; -0,51; 
DAS: 1), che uma sona de Riemann 2, de f 
escolhendo os números =0,75; -05, 0; 0,6: 09 
os subinervalos de P. 


Есте. 13-16: Use» Definição (516) 


"етедо dado [a,b] 


LI 
1 o, Eoi ua 
gom, moe w4 


шю Y Cm tam) ans 


po al 
КЛ 


Duis ff VE def, acute a ше- 


an fi vide 
зрака 
пж, же ара 


eres. 236 Expresses fre da região n figa 
за como uma integral dé 


250 Cuba om Gomera Anal 


Е А 


GH 0-27-16 


эрод за? пела 
ярма ај а 
nj ora EE 


foem мј Oe 


5.5 PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA 


Teorema (521) 


Esta seção contém algumas propriedades fundamentais da irte- 
gral definida. As demonstrações são, em sun maiorin, difíceis 
constam do Apêndice I. 


Stc é um número real, então 


DEMONSTRAÇÃO 


Seja fa função constante definida poc f (x)= с рага todo x em 
To, bl. Se P 6 uma partição de [o, b então para toda soma de 
Riemann def, 


= сыз шень эт 


УА Y cns e Y Ar =c(0-a) 


(A lima igualdade é verdade porque a soma y Ax, € a 
amplitude do intervalo [a I.) Consegientenente, 


X 10m) ax, 66-2) | =le- a) - cb ~ a) |= 0, 


que £ menor do que qualquer número positiva e, indepen- 
dentemente do tamanho de [PI Assim, pela Definição (5.15), 
peri 

ie, Daan Jn, Yet octo 


Pela Definição (5-16) is 


significa que 


[fim f eint 


Note que se c» 0, então o Teorema (5.21) concorda com 
о Teorema (5:19). Conforme ilustrado na Figura 521,0 gráfico 
de fé a reta horizontal y «c, e regio sobo gráfico ée a ai 
um retângulo com lados de cumprimentos e - a: Logo, a 


JÈ fée do retângulo é cfb. 


EXEMPLO 1 


Coole f i 


Se e= 1 n0 Teorema (521), abreviamos o i 
segue 


[nha 


AL CN cm mea Amo Cops _ 


Trorema (822) 


Teorema (1.29) 


Se uma funcio f € itegrivel em la, b] e ¢ê um número. 
rea, então, pelo Teorema (5.11) (ii), podemos escrever uma 
soma de Riemann da função cf como 


Y 1000 Mame Y ум, 


Pode-se provar que o limite des sonas à esquerda da última 
equação É igual a c vezes о limite das somas À direita. Isto nos. 
di o próxima teorema, cuja demonstração se encontra no 
Apêndice IL. 


Se €integrivol em [a,b] е «é um número төй arbitrário, 
então sf é imegrável em [a,b] ¢ 


Гадаа 


Costuma-se єп o "Teorema (5.22) como segue: Um 
fator constante e do integrando pode ser removido para fora do 
“sinal de integração. Não € permitido remover para Tora do sinal 
de integral expressões que envolvam variáveis 

Se duas funções J e р são definidas em [a,b], сө, pelo 


Tecrema (5.11) G), pode-e escrever ama soma de Riemant de 
fre como 


Улоге а, 


(0) As, 


DEL 


Se f e g são integráveis catio o limite das somas à esquerda se $ 


obiém somando os limites das duis somas à direita. Esta 
propriedade é enunciada em forma de integral em (i) do próximo 
teorema, Para demonstração, ver Apêndice J Resultado análogo 
para diferenças consta de (i) do teorema. 


Sefe is cm [0,0], ento f+ g ef-g sto 
itepriveis em [a,b] e 


OS tyr tendem леза? «ш 


порсое лодае f! ode 


O Teorema (523) () pole ser estendido а um número. 


bir fiio, de funções, Assim, se f, f, .. , f, о Ше 
grércs em [a,b], estão também о éa sua soma 


TAS ole 


Даар мөгө efte 


EXEMPLO 2 


Decore dos resu 


A A 


SOLUÇÃO 


Podemos proceder omo segue: 
fora fiso f maf ca 


EET 


75(0- 30) 12-26 


Se f conn em [a b]e f() 20 para do x em (a, bJ 
o, pelo Teorema (5.19), integral f f(u) de à rea sob o 
fico de f de a a b. Da mesma forma, se acc <b, eno as 
integrais [ f(x) de e f? Fla) de sio as áreas sob o gráfico de 
J le a a cede ca Dy respeivamente, conforme ilustrado na 
Figura 522. Como a еа de a а b € & som des dun dicas 
menores, temos 


Глок лове ride 


O próximo teorema mostra que a igualdade precedente é válida 
50) uma hipótese mais geral. A demonstração encontrase no 
Apéndice IL 


| 
| 


Teorema (5.24) 


Teorema (5.25) 


| Seae<be se f € integrável tano em [a 
[е М, então 7 inlegrivel em [o] 


fiic sueco] sonas 


O resultado seguinte é uma generalização do Teorema 
(524 no aso em que c nã ем песе 


— 


Se f Eitegrivel em um intervalo fechado е sea, b, c são 
números arbitrários no intervalo, então. 


иө [лө [өг 


DEMONSTRAÇÃO 


Se a b, ão todos diferentes, então М seis maneiras possiveis 
de dispor esses números. O teorema deve ser verificado para 
“cada caso também para os cases em que dois ou todos os ШЗ 
números são iguais. Verificamos um caso, Suponhamos 
€< <b. Pelo Teorema (524), 


ШЕТ; 


[ra 104, 
о que, por sua vez, pode ser escrito 
«ра f rides fie 


A conclusão do teorema decorre agora do fato de que à 
permuta dos limites de inegração acarreta а troca de sinal da 
negra (veja a Deriição (17). 


Teorema (5.26) 


TETUR 


EXEMPLO 3 


expresse cono uma integral 


nr 


soLucAo 
Em primeiro lugar permutamos os limites da segunda integral, 


ando a Definição (5.17); em seguida aplicamos o Teorema 
(25) com a2, be Sec eT 


Гомарет [уд 


frenis 


Se fe são contínuas em [a e fi) = g(x) =0 pan todo. 
сет la, b), entãoa área sob о gráfico de f de са b éno mínimo 
igual à Area sob o gráfico de g de а b. O corolário do próximo. 
teorema é uma generalização deste fato para funções. 
integáveis A demonstração está no Apêndice I. 


Se f é inegável em [a,b] e 70) #0 pura todo x em 
[a,b], emao 


Se epo tg em [n] =) perm do 
peril: 


727 P ries f ato ar 


DEMONSTRAÇÃO 
và e Баз. É gr. ld e 
Jx)= gl), fd, = glx) = 0 para todo x em (a, b). Logo, Pelo. 
ie, 

duo notas 


Aplicando o Teres (5:23) (i) chegas à conclusão desejada 


111111121111133111333334 nnn 


Mia 24 


Come Antinea Cap 3 


oroma do valor médio para 


EXEMPLO 4 


——— má 


SOLUÇÃO 
A Figur 523 exibe os gráficos de у-у? +2 e de y=x—1. 


Fale x-1 


2] a conclusão decore do Corolário (5.27) 


Suponhamos, no Teorema (525), que f seja continua e que, além 
da сов до f) 0, tenhamos [(с)>0 para algum с em 
Ta, b]. Neste caso, im, .. f)» 0,6, pelo Teorema (2.6), existe 
um subintervalo [e] de a,b] no qual f(a) é positiva. Se 
flu) ё o mínimo de f em [ub] (veja a Figura 524), então a 
área sob o gráfico de f de а à b é no minimo tão grande como 
a área flu) (67—07) do retângulo figurado. Consecuentemente, 
У, F(R) de» 0. Segue-se agora, como na demonstração de (5.27), 
че se e g зо contínuas em [a,b], sef (x) e (5) em todo o 
(90, еве 70) > 80) para algam x em [oH então 
У, Gode» [ (г) de, Utilizaremos este fato na demonstração 
do próximo teorema. 


Se fé cominus em um Inevato fechado [a então existe 
um sîme z no intervalo aberto (a, tal que 


Јово) 


DEMONSTRAÇÃO 
Se f é uma função constante, então f (x)= c рма algum amero 
e; é pelo Teorema (521), 


ГлФ®ж-] edic- a) лафа) 


pora todo número z em (a, b 


Suponhamos em seguida que f não seja uma função constante 
© que m е M sejam os valores mínino e máximo de f em 
Le, b]. Sejam f(u) = me f (v)= M para u e v em [a,b]. (veja a 


Figura 525 para o caso em que f(x) é positiva em todo o 2 


Cap 5 юир 357 


Figura s26 


[a Hj. Como f não É uma função constante, т < f (x) < Af para 
algum xem (а, b]. Logo, pela obuesvação que precede este teorema, 


Frac mace at 


Aplicando o Teorema (521) diese 
mib- a) «fa « Mib - a) 
Dividindo porá - a embmod —ÀH 
fe) ало) 


Cono [ЦЬ 9) f fts) é um número eme fi) e 70), 


decorre do teorema do valor intermediário (2.26), que existe um 
número z, com u <z < v, tal que 


n n 


ba: 


Muliplicaado ambos os membros por b-a chegaremos 
conclusão do teorema. 


O número z no Teorema (528) não € necessariamente 
único; o que o teorema garante, entretanto, é que existe ao menor 
tum número que dá о resultado desejado. 


O teorema de valor médio admite uma interpretado 
geométrica interesante, se [(1)20 em [a,b]. Neste caso, 
f He) de é a Grea sob o gráfico de f de a a b, Se tracumos 
uma reta horizontal peo ponto P(e, (2), conforme Figura 526, 
ento a rea daegido retangular delimitada por esta Teta, o eixo 
cas retas x= ае x = b é f (2) (b-0); tl ires, de acordo com o 
Teorema (5.28), ё 1 mesma área sch о gráfico de [Че aa b. 


EXEMPLO 5 


Decore dos resultados cn Seção 38 que xd =9. Ache um 


número z que satisfaça a conclusão do teorema do valor médio 
(5:28) para ева integral definida. 


358 Cedo com Generis Anais Cap 3 


Cap 3 epe эю 


Figura 527 


soLução 


O gráfico de f (x) -x* paa O <x = 3 está esboçado na Figura 527. 
Pelo trema do valor médio, existe um nero z entre Û e 3 tl que 


fa 100-9-%0) 
140 implica 
9-3 ou ias 


As soluções da Úlima equação são <== V3 mas Tako está 
em [0,5], O número z «V3 займ а concluso do teorema 


Se consideramos a reta horizontal por P(V3, 3), ето a 
área do retângulo delimitado por esta reta, о eixo. е эв retas 
x= Oex=3 será igual a área sob o grífico de f de x Q a 
х=3 (veja a Бриз 527) 


Já é bastante conhecido o significado da expressão média 
aritmética usada em estatística para presentar um conjunto de 
números. Assim, a média arimética de dois aúmeros a 6 b é 
(+00, а média aritmética de três miners а, Бес É 
(a + b+ cU ete. Para evidenciar a relação entse médias mitmé- 
ticas е a palavra теа usada no teorema do valor médio, 
escrevemos a conclusão de (528) como 


10 


“e expressemos а integral definida como um limite de somas, Se 
particularizarmos a Definição (5.16) usando uma parto regular 
P com n sutinteralos, então 


Mer número w, no K^" subintervalo de P e 
dice (b~ ау. Como ДЬ =a) = Un, obtemos 


d) - lim 


[ES + чей 


sto mostra que podemos encarar о número f(z) no teorema do 

midio (528) como um limite de médias aritméticas dos 

valores funcionais f(w,), f (w), .... f(x), quando п aumenta 
próxima definição. 


RS 
Seja f contínua em 4, b . O valor médio f, de f em 
m 2 


Note que, pelo teorema do valor médio para integrais 
definidos, se f € conta em la, bJ, então 


Sa = E) para algum z em la, b} 
О 
— 


SOLUÇÃO 
Fela Definição (5.20), см 


No intervalo [0, 3), os valores funcionais f(1) =x? variam de 
1@)=0» fG) = € Note que a função f toma seu valor médio 


3 parao número 2» V3. 


Tere, 1-6 Calcule a integra 


IT 


sd sé Us isto para calcula mega 


se efa ifoga — af ena 


exerc 7-10: Decore dos resultados m Seção 56 


эр aea qf oet 


FITITEITTEITSETT332222322222222122222233— 


M0 Cálcio com Geometria маша Cap $ 


ТҮТҮНҮ 


tres, t 
dar integra. 


Vertue вадка sem als 
n ff гёз» fi sado 
онза fena 

13 f (°= вво 
DE] 
Шы 


fy tecti en 
————— 


vf, potefi ла 


wf, гю. fide 
DT 
f^ поа f^ fede 


nf foy f, тов 


лову а 


Freres 23-10 


J: Pode-se verificar a integral 


JÎ [дах usando os resultados de Seção 5,5. 


(8) Ache um número з que verifique a conci- — 
чо do teorema do valor médio (5.28. (b) Ache o 
or médio de f c o 


"an ETE! 
241) 6 
e? -2e 43) de 32 


х 


арытан ај 


э аерден 30 f iode 
Bers 13: Podese vesicr a integral dada 
usando os resultados d Seção. Use о тёбе 
Newton ara apum, con três decimal, um 
mimeo que sanstaça contusão do tema do 
valor médio (528, 
E 


EMI 


39 Sejam Je мерала en [0,4] Sec e dsio 
vis айги, prove que 


Lero detis 100 drs af ке 
€— 
| tro] uet 


(Susto: | 16) = fe) = 11601) 


5.6 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO : ` 


Figura 529 


10 


Ese mên um ds mis preste 
Аша de se il no cleo de ina definidas co 

a relação entre derivadas e integrais definidas, Este Lorca, 
apropriadamente chasado teorema unen! do clo i 
descoberto idependentemcnte por Si Isme Newton (160. 
1727)na одмет e pot Gonfried Wilhelm Leibniz 164-1710) 
та Alemania, É em по desa descoberta similtne que se 
ib а ambos а invenção do сйсшо. 


Para evitar confusão o que segue, usaremos r como 
variável independente e denolaremos a integral definida de f de 
a por fè fO) dt. Se è com саахар, enio 
f € continua em [a,x]; portan, pelo Teorema (520), f € 
integrável em [a, x], Conseqüentemente, a fórmula 


вш-[ sa 


define uma função G com domínio [а, b}, pois, cata х em 
[a,b], corresponde um único número 00) 


Para obter uma interpretação geométrica de G (x), suponta- 
mos que fx 0 para todo 1 em la, B Уёзе, meste caso, pelo 
Teorema (5.19), que G(x) é à dea da região sob o páfico de 
f de a a x (veja a Figura 528). 


Como ilustracáo específica, consideremos f(4) = 1? com 
am 0e b>0 (veja a Figura 5.29). No Exemplo 7 da Seção 53 
mostramos que а árez sob o gráico de f de O a b € L^. Logo, 
a área deda ré 


Gp f Pate 


Isto nos dá uma forma explicit par а função G se (0 =. 
Note que, nesta ilustação, 


Sh) 


(a) = = fa) 


Assim, pela Definição (51), G é uma amiderivada de f; Este 
resilado não é acidental. A par 1 do próximo teorema 
evidencia о fato notável que, se é qualquer função contínua e 
G9) - (д, e 


do teorema mosi 


Сё uma aniiderivada de f. A parte П 


como utilizar qualquer aniderisada paa 


Seq 


nehar o 


38) Cibo com Geomaria Alia Cop 3 


DIETE: 


Teorema fundamental do 
cálculo (5.30) 


Я 


906-00) y- qn 


Suponhamos f contia em vm intervalo fechado [a b} 
Parte I Se a função G é definida por 


of fid 


Teese [e DL ra mind tà fu 


Parte 11 Se é qualquer antiderivada de f em a, b então 


Ue Раев) Fa) 
ا‎ 


DEMONSTRAÇÃO 


Para estabelecer a Parte 1, devemos mostrar que se x está em 
le, b], então G (у) = f( isto é, 


jg 6600-600. pi 
“Antes de damos uma demonstacio formal, consideremos 
alguns aspectos geoméxicos deste Imite. Se f(x) = 0 em todo 
[a,b], então G (x) € a área sob о gráfico de f de a a x, conforme. 

gura 5.30. Se h>0, então a diferença 


sob o gráfico de f de xa x+h, eo 
número h ёа amplitude do Intervalo [sx] Mostraremos que 


G(e»)-GQ), gy 
iy 10 

para algum número z enie x é x+h. Aparentemente, se 

hi» 0,entioz e xe fi) — f (x), que £o que queremos provar. 

Daremos agora uma prova rigorosa de que 0'(х) = Г). 


Se x e x + estão em [a, b), ento, usando a definição de G 
juntamente com a Definição (5.17) ¢ о Teorema (524), emos 


cean- 104-104 
raf ros 


ora 


Conseqientemente, e h е0, 


бк+ю-б аи 


Se h> 0, então, pelo teorema do valor médio (528) existe um 
número 2 no intervalo aberto (x x + A) tl que 


f roa rh 
e portanto 22-000 gy 
Cono x cz ex 4h, decore da continuidade de f que. 
Jin f) = im 09-70) 
еш dim lEt im jo) pe) 
Se < pode-se provar de maneira análoga que 


ЕТЕ 


Os dois limites unite 


presedeits implicar que. 


ora pm ET 


Isto completa a prova de Parte 1. 


Paca provar а Parte I, seja F uma antiderivada de 
G a aniderivada específica definida na Parte 1, Pelo Teo 
(52) sabemos que existe uma constante C tal que 


обу-код+с 
para todo x em [a,b]. Logo, pela definição de G, 


fname 


pura todo x em [a,b] Fazendo x= 0 є considerando que 
JÉ 10, obtemos 0 - Fla) + С, ou C- -Fü). Como 


ientenente, 


finas ro- ra 


104. Cllr com comia Anis Сз 


Сото (531) 


Como bio € uma identidade para todo x cm [a, t}, podemos 
substituir x por b, obtendo 5 
J, find Ft) - Fio) 

Sibstitsindo а variável 1 por z, temas a conclesño da Parte IL, ` 


Costuma-se denotar а diferença F (b) - F(a) por FQ]? ou 
por [Fo]! A pate П do teorema fundamental pode então 
оншаб ве como segue. 


Se $ € contínua em [a,b] e F é uma antiderivada de f, 
então 


[Eoin r-r 


A fórmula do Corolário (5:31) também é válida se a= b. 
Se a>b, então, pela Definição (517), 


Лоара 
(Fla) к] 
кч ыы 


Se а = b, ento, pela Detinição (518). 


fraais- 


O corolirio (31) permite callas Гк пее uma legal 
definida, desde que saibamos achar uma antiderivada do integrando. 
Tor exemplo, como шпа antiderivada de € 1* temos 


este cálculo assaz simples com o cálculo do 
то Exemplo 7 da Seção 53, 


EXENPLO 1 


— 


Teorema (5.32) 


Capi dug эв 


soLução 


Uma astidedivada de 667-3 é F(a) = 2Se. Aplicando o 
Coroláio (531), cbtemos 


Ls ротар 


YSL) 562) 
=[54-18] 


[16.10] - s. 


Note qe, usando (3) + С em lup de Fs) no Corio 
(531) chegamos ao mesmo resultado, pois 


[res cp -ro +C]-1F(0)+ C] 


roro [F] 
Em pertieuler, como 
Jire, 


em que £ (i) = (2), obtemos o ерип teorema. 


кө) 


O Teorema (5.32) atirma que uma Integral definida pode. 
ser calculada por meio do cálculo da integral indefinida corres- 
pondente. Tal como em casos anteñores, ao allizamos o 
Teorema (532) € desecessário acrescentar a constante de 
integração C da integral indefinida. 


EXENPLO 2 


Determine a área A dı região entre o gráfico de y= sen x eo 
p 


soLução 


A região está defineada na Figura 5:31. Aplicando os Teoremas 
(5.19) (532) vem: 


эю Calculo com Gromeria Arca Cap 3 


li заан 
неар 
EXENPLO s 
Cee Јоза 
SOLUÇÃO 
Desenvolvemos primeiro quadrado do int 
da aplicamos a cada erno a regra da ранна 


ARS 


EXEMPLO 4 


осе (520,8 


241-2 


Pelo Teorema (5.32), podemos utilizar qualquer fórmula. 
de integração indefinida para obter uma fórmula para integrais 
definidas, Como ilustração, utilizando a Tabela (5.4) obtemos 


Cop з юршш 367 


solução 


Começamos por modificar a forma do integrando, de modo que 
pensamos aplicar а cada termo а regra da potência, Assim. 


O método da rabatigo estabelecido рма Integrais inde 
бийи pode também за sio pun ecl uma 
Podríamos aplicar (5:7) рага achar uma 
india (o € ила sidera) eem seg o 
Fundamental do cálculo. Outro método, la vezes mula rápido, 
consiste em mudar os limites de Integração. Utilizando (5.7) 
juntameme com о teorema fundamental, obtemos а seguin 
fórmula, com Fº =. 


Lower], 
O número à direita pode ser escrito 
FEO -Fila =F] =) f [1 


Jo nos dá o resultado seguinte, desde que f e g' sejam integráveis 


Seu gi ento f few de= f^ m 


O Teorema (5.39) afina que, após fazer а subotiisio: 
ue glo) e da = g'u) dz, podemos utilizar os val m 
comespondem а т = а € x = b, respectivamente, como lies da 
integral que envolve и. Ё, pois, desnecessário voltar à variável 
original x aps Integrar. O próximo exemplo ilustra sta técnica, 


IET т. 


un Ce Anite Cap 5 


EXEMPLO 5 
[NP 
soLução 


Comecemos escrevendo а integral como 


A expressão VSE=T па integral sugere a seguinte substituição 
used, аза 
A forma de du supere lstrodvzitmas o fator 3 no integrando, 
compensando pela multiplicação da integral por 1, como segue: 
1 
^f pes gl sa 


Calculamos em seguida os valores de и = 5х —1 que correspon- 
dem aos limites de integração х= 2 e x = 1 


@ беед емон -S(2)- 1-9 
G) Se x= 10, entio u -5(10) -1 -49 


Substituindo na integral е medando os limit 
conforme Teorema (5.33), vem. 


de integração 


EXEMPLO 6 


Calcular (7 (1 sen 20) "акак 


[^ 
SOLUÇÃO 


O ши эне а рз da pata re purê 
Fazemos t 


u1 +sen 2%, du =2 cos 2e de 


A forma de du indica que devemos introduzir o fator 2 no 
integrando с multiplicar а integral por 4, como segue: 


fU esti cost dest rena)? 2 cos zeae 
Calculamos em seguida os valores de w = 1 + ев 2r qe cores- 
Fondem nos Is de Interação х=й c3 aj 


@ Sex=0, então u= 1 + sen 0= 1+ 0= 1 


[EIL DI EI 


Substituindo no integrando e mudando os limites de integração, 
obtemos: 


f cns ea sf a 
ч 


-й6-1]-@ 
— 


O teorema seguinte ilustra uma técnica til para o cálculo 
de certas integrais definidas. 


ya 


Figura 532 


GR Cábala ©кз 


Teorema (5.34) 


Seja f continus em аа] 
@ Se f £ uma função par, 


toam оја 
(0 Se una fixo mpar, 


Fdo 


DEMONSTRAÇÃO 


Demonstraremos ( Se f & uma função par, tio o grico de 
f 6 simétrico em relação ао eixos. Como caso especial, se 
70) =0 para todo x em [0,4], tenos uma sitacko análoga à 
Figura 5.32, e daf, а área sobo gráfico de x= ~u ал = а é duas 
vezes a área de x = O ax = a Isto nos di a fórmula де (i) 


Para mostrar que «fórmula 6 válida e f (i) < Opara lg 
x, procederemos como segue. Usando sucessivamente Teorema 
15:24) a Detinição (5.17) e o Teorema (52), temon 


E ¡01 өг». оде 
f 0e f лда 
сата 
Como ё par, f (x) = f(x), e última igualdade pode ser escrita 


лов, 


евон а 


Jdem 16049, уо 


As dins últimas integrais 
são veriávels mudas, e assim, 


ETE: 


EE 
EXEMPLO? Colar 

() Лола ы f tsaa de 
DN 

sotução 


i8) Como integrando € uma uno par, podemos 
Totem (534) (): 


Jara 


apes 


б) ошерэмо їрє с, ain, o Moema (530 (0 
[erede 


(O А função dada por 242 + Tx 6 impar, mus а função Ve! é 
par aplicamos рой о Teorema (5.34) Gi) e (i): 


ferem f Crema sed 
"—— 


E 


A técnica de definição de uma função por meio de uma 
integral defnida, como na Parte 1 do teorema fundamental do 
cálculo (530), terá uma aplicação muito importante no Capito 
7, quando estudamos Tunções Iogarimicas. Recordemos, ie 


(5:20), quese $ combos em [a,b] © GW) = Ј? (б poe 


asxeb, então G i uma astiderivada de f; Wo & 
D, б) = f(a). Este fito pode ser emanciado sob forma de 
integral cono seque: 


n raro 


OO 77 


llo com Gomera Анши Cap 5 


ma (5:35) 


A fórmula precedente € generalizada го teorema seguinte. 


Seja f contia em [a, û]. Se а єсє, então, para todo 
xemla, bl 


D, f T(04- fü) 
DEMONSTRAÇÃO 
Se F é uma antiderivada de J, entio 
D.fima-D rçi-re 
=D, Ft9-D, FO) 
=Hi9-0- f) 
EXEMPLO 8 


Scoto Lust a) 


SOLUÇÃO 


Aplicaremos o Teorema (535) com c = 1 e f(x) = 1/4. Se esco. 
Thermos а e b ш que O <a 1 xb, então | será continua em 
To. b}. Logo, peio Tecrema (5.35), para todo а cm [a, b), 


eun, fla! 


Em (529) definimos o valor médio f, de wma função f 
em lab) como: 


O próximo exemplo indica por que esta terminologia é adequada. 
em aplicações, 


EXEMPLO 9 


Suponha que um ponto P em movimento sobre uma reta 
coordenada tenha umatunção velocidade continua v. Mostre que 
9 vabor métio de [a,b] é igual velocidade média durante o 
intervalo de tempo [a,b]. 


ug 


Caps Integrais эз 


Exercicio: 


soLução 
Pela Definição (5.29), com f =», 


Se sé a função posição de P, entio s'() = vt); ouseja, (o € uma 
amiderivada de (1). Logo, pelo teorema fundamental do cálculo, 


fa Froana] ta 
— y, to 
v Sb) sta) 
кы 


que é а velocidade média de Р cm [a,b] (veja (2)). 
LA is AA 


езшде» análogos ao do Exemplo 9 сопот no estudo da 
acelraçãomédi, do custo marginal médio, da renda marginal média, 
mts curas aplcações da derivada (veja os Exercicios 494). 


кет 1:36: Coles a tegat 


wf еа 


»f cua 


айг a 


14 ff t se) de 


+ d njara nf VENET a 
fase af хад j 
af 62sx- ae af etim "ht j^ 
M f ala 
Mf nf cia. 


^r 
xf ote 


ML 


Дога 


Di тту 


ШЕ Т — xf зира 


э Симо com Genta Ano Cop 5 


EINE 
uf” ccn EC 
"m 


Eres, 140: à) Ache um número z que satisfaça 
a conclusio do tora do valor médio (5.28) para 


à ga ai. 04. 0 Persis o ir 
att deja, 


afge sf mta 
э] Мата DAT 
seios 


1-4 Ache a derivada sem integrar 


ao, [AFA ар} 


so fra aof gte 


48 Un goto se move em uma rela condenada com 
tungin aceleração continen л. Se vé avelocidade, 
então осада méda em um interval de 
tempo o) € 


Т] 
ah 


Must que a aceleração média € ga oo valor 
médis de aem Û tj] 


46 Se uma fango f tem derivada conta em 
la, b), mosse que а tata máxi de variaçi de 
disi em reo à x em [o] (veja à Definição 
4) E igul ao valor médio de f em la, 1 


47 A diinigo verial ds velocidade da água em 
dum rio pode ser оида por wed y), 
onde à velocidade (em ms а uma pron 
de de y weit shui de mperich, 4d a 
profundidade do ro e c ums constante рой, 


Estabeleça una fórmula para a velocidade 
média va em temor de de c. 


(Se y ёз velocidades peto, mastre 
evita 


48 No circuito cinco exibido na figura a conente 

тайа 1 ê dada por Ге епо onde T € 0 
tempo e ly n comente máximo. Aaa Pra qul 
o calar é produzido no resistor de R chons é dada 
por P= 18. Calcule a ша média де produção 
de calor sbre um cico completo (de («0 a 
12 ufu) (Sugestia: Use a fórmula da metade do 
Angulo pars o emo) 


49 Detando-e cir uma bola de uma aura de а, 
etos acina do solo, e despeandose a esis- 
бёле da a, eno a disánca que a toa percorre 
em 1 segundos é de 49 P m Use а Definição 
529) para mom que velocidade кы ara 
о peremo da bola aë o solo é de 4Viy mt. 


S6 Um meteciogista estabelece que a temperatura 
T (em "Ру em um dia de imerno é dido por 
тер -12уг-14) onde 1 € о tempo (em 
hora) e =0 conespode cia ml, Ache a 
temperaturi méda eme 6 hdimanbi ете 


#1 Se g 6 Шако є f ê сона para дод, 
prove que 


, 
n» (P^ fias facto 
Es 


fórmula do Enercíóo 51 a 


à 
DS fide pie sata 


Бете. 53-56 Use os Блан 51 е 52 pan 
achar a derivada. 


‚ 
Sof gga sn та 


SD, ¿aya sem, fi VESTE a 


кара Cops шев 375 


5.7 INTEGRAÇÃO NUMÉRICA 


Para calcubr uma integral definida [+ f(x)de por meio do 
teorema fundamental do cálculo, necessitamos de uma andei 
vada de f. Se no pudermos achar essa anliderivaca, devemos 
então reconer a métodos numéricos para aproximar a integral 
com a preciso desejada. Tor exemplo, e а norma de uma 
partição de (а, € pequera, endo, pela Definição (516) a 
integral definida pode ser aproximada por qualquer soma de 
Riemann de f. Em particular, com ums periclo regalar com 
Ax = (ba), entio 


f sega res 


onde, & um número abito no К” subindo Ja 
paro, Patukncnie, « ребе de aprosimação depende di 
vaa de f e da парте de Ax, Hode ser necss fazer 
н тыйа pequeno para obtero gre deseado de precio. bt, par 
жа vez, significa que £ € grande e que a soma precedente contêm 
vm grande nima dotrmos. À Figura 5 atm o сө em que 
Тм) € o valor minimo de em fem (оз) Nest caso o em 
там а sproximagao € mumrcament о mesmo que a à 
di região sb о pico de f e acima dos тебере interiors 


Fazendo 1,3, (o é, se f € calculada no ponio 
espero алоо de cada bier [а x) enin 


Sora 


Fazendo w, x, (sto £, se f é calculada no ponto dito extremo. 
de lt. vs então 


rie Y re) 


Pode-se chier utra aproximação em geral mais precisa utilizan 
dose a média dis dias limas yproxmacies — isto é, 


1Î rears X root 


Con exceção de f(x) ef) cada valor funcional (s м 
duse verse o tim podemos escrever а última expresso como 


ق 


V Cielo com Geometria Analia Cap 5 


Mogra do trapézio (5.36) 


$ | fis Y 240) +40) | = 


Como Ax = (b= aln, temos а seguinte терта. 


Зей cortina em [a,b]. Delinindo-se uma pa 
regala de [а b] pora = xy xp 


frag Lig eae eG aey 
+) 


о termo trapezoidal provem do caso em que f()6 | 
o-negativa em a, b| Conforme ilustrado na Figura 5.33, se 

P, é o ponto com coordenada-x x, no gráfico de y= f (3), então, 
yara cada A=1,2.....n, os pontos do eixo-e com crordera- 
das, ex, juntamente com P, ,eP, , sio vértices de um 


тарегде 


Ud 60 


Figura 533 


A soma das reas desses trapezdides € a mesma que а soma na, 7 
Regra (5.36). Logo, em termos geométicos, а regra do trapétio “JR 
тов dá uma aprozimasio da área sob o gráfica de f de a e b por 4 
meio de trapezóides em lugar de etângulos associados às somas 
de Riemann. 


O próximo resultado nos informa sobre o erro máximo que 
utilizarmos a regra do trapézio pera aproximar 
timos a dersonstação. j 


Estimativa do ето na regra 
do trapézio (5.37) 


EXEMPLO 1 


Use a regna do trapézio con n «10 para obier uma aproximação 


def cta corri 


SOLUÇÃO 


Convém dispornossotrabalho como segue. Cada f (x,) foi obtido 


com uma calculadora e а preciso é de nove casas decimais. A 
coluna т contém o coeficiente de f(x) га regra do trapézio 


(536). Asi, = 1 para Jis) oa f(x) e m= 2 рма osrestantes 
fo 


+ D) m | men 

10 | 1,0000000 | 1 | 771 
1 | u | 0909000609 | 2 | nemus 
2 | 12 [om | 2 | 16666 
3 13 | оле?» | 2 153861538 
4 | ga | omessna | 2 | rasas 
s | as [osse 2 13313334. 
o | 16 | олоо | 2 | i2stonooo. 
7 | ал озом | 2 | irmos 
в | їз [ossssse | 2 | Lunnn2 
9 | 19 |osæns | 2 | 10158 
10 asomo | 1 | osoroocono 


24,1 


200) "26 


Зл Céu cam Gomera Analiica_ Cap x 


decano de (30) que 
fie 


Pode se estimar ero na aproximação por melo de (537) 
Como f(x) = Ms temos f’ (e) = 1x? e f" () = 2? O máximo 
de f" x) зо intervalo [1,2] ocome em x= 1, porque f” 6 uma 
função decrescente, Logo 


—— 


Moles 
Aplicando (531) com M «2, vemos que o ero máximo 
siosipen 
2e- 1 
nao 7a < 090 


No Capítulo 7 veremos ques integral no Exemplo 1 £i 
зо logari satura de 2, desotado por I 2, que é igual a 
0493147181 com 9 decimais. Para obtermos est aproximação. 
pela regra do tripéri, necessitamos de um valor muito grande 
der, 


A regra seguinte costuma ser mais precisa do que a regra 
do trapézio. 


Regra de Simpson (5.38) 


Sejam f continua em [a,b] + п um inteiro par. Dinda 
uma partição regular por ax, x. л, = então 


f rac рад aft эд af) 


+ {белэ Afi) f] 


A Ша рог rs da prova da regra de Simpson é que, em 
Jogar de utilizar impezóldes para aproximar o gráfico de f, 
wwizames porções de gráficos de equações da foma 
y mex? ede e, con c, dee constantes; ou sj 
porções de parábolas ou retas. Se Pale, Ру). e 
Ру) sio pontes da parábola tis que x, <x, <x, então 
levando em сома as coordenadas de Py P,e Р, respecti- 
vamente, na equação y «cx? + ёс + e, obtemos três equações. 
que podem ser resolvides em relação a суйсе. Como caso 
especial suponhamos y, еу, pesos, е consideremos os. 
portos P (-h y) A (0,39, e РЬ), conforme iletrado na 
Figura 534 Figura 534. ^ 


Cap 5 меран э» 


A área A sob o gráfico da equação, de -h a h, é 


4 Део - oae) 


Como as coordenadas de Р, (-h y) P, (0) e P.) sio 
soluções de y = ex? + lx + e, temos, por заніо 


уут dise 
P 
yy =e dare 


Assim, 


yt Ay, t= 2+ Ge 


1 


[TI 


"Trsasledasdo horizontalmente os ponios P, P, ер, con 
forme ilustrado n» Figura 5:35, a área sob o gráfico permanece 
a mesma. Consequetement, а fórmula precedente para А é 
verdadeira para quaisquer pontos P,P, eP, desde que 
РЕЧЕ 


Se f(x) 20 em |a, D], então a regra de Simpson se obiém 
considerando a integral definida como a área sob o gráfica de 


Te, +) em subintervalos, cada um de amplitude h, escolhendo 
números а x, X, «st, = b. Seja P (2,3) 0 ponto do gráfico 
de f com coordenada ~x, 3y conforme ilustrado ка Figura 536. 


a 


Estimativa de erro para a 


rem 


o comi Coomevia Ansltica Cap $ 


de Simpson (5.38) 


Se o arco por PP, ¢ Р, é aproximado pelo gráfico de uma 
equação; = er? + dr + e, então, como vimos, a беа sob gráfico 
de f de za x, € aproximada por 


ә HE) 


Se utilizarmos 


o por Py, P, P, ендо à йез sob o gráfico 
de f de x, a x, será aproximadamente 


һ 
Torana) 


Continuamos o processo 


"—— б еы Й 
BEAR, e атоого comsipomdene de is к o 3] 
pets 


IS) 


Somando estas aproximações, vem 


que é o mesmo que a coma ет (5 38). Se é negativa para algum |, 
x em |e, b], então podem-se utilizar negativos de áreas pan. 
estabelecer a regra de Simpson. 


O resultado seguinte € análogo a (537) 


Se [' é continua e se М 6 um número real positivo tal 
que [f () M para todo x em [a,b], entio o emo 
decorrente da utilização da regra de Simpson nio supera 


моо" 


emos 
Use а regra de Simpson com n = 10 para obter uma: aproximação 
а Hc Eme o ro mínimo roii 
SOLUÇÃO 

AUR 


mos nosso trabalho como segue. А coluna т coniém o соей- 
ente de f (4) na regra de Simpson (5.38). 


E 


ka ШО " mf) 

o. | wo | imo 1 
эз | 030909909 | а 
1 | ops | 2 

13 | eren) | 4 | saremo 

14 | ozuzssma | 2 | nassmes 

15 | овввввбввт | 4 | 206666668 

4 

2 

4 


1000006000 
3436361636 
1500666006. 


[d 
17 | озюм 
18 | 0555515550 m 
19 | 0520315789 2105263156 


150000000. 


2352941176 


H 


10 | ap | osnowoono | 1 | озооооюоо 


A soma dos mmeros da hima coluna é 20,794304915, Como 


Aplicaremos (5.39) pars estimar o erro na aproximação, Se 
Уо) = 1, pode-se verificar que '%(х)= 244. O máximo de 
Т“ б) em [1,2] core em x= 1, ¢ daí 


ES 
w 
“Aplicando (5.39) com M «24, vemos que o erro máximo na 


16) = qas 


EN 
ШЫ 


Note que este er estimado é mulio menor do que o obtido com 
aplicação da regra do trapézio. 


Un aspecto importante da integração numérica é que ela 
pode ser usada para aproximar a integral definida de uma função 
deserta por meio de uma tabela ou um gráfico. A tulo de 


38b Ceu com Gramera Arica Cop S. 


| 


Copos тта эз 


ilistragio, suponhamos que dias quantidades fisicas e y este- 
jam relacionadas conforme a tibeta seguinte: 


10 15 20 25 30 35 40 

› [зї 40 42 38 29 24 27 
“A Figura 53760 ráficodos pontos (s у). Considerando y como 
função de x, digamos y = fix) com f continua, então a integral 
definida [+ (5) de pode representar uma quantidade fisica. 
Neste exemplo, а integral pode ser aproximadasem se conhecer 
uma forma explícita de f(a). Em particular, pela regia do 


trapézio (536) com n =6 e (b— aan) - (4 = 112 - 025, en- 
io 


Tí 10) 05 34 +20 242) 208) 209) 271 


ou ETE 


O número de subdivieios é 
aproximar 


^ de modo que poderiamos 
integral também por meio de regra de Simpson. 


EXERCÍCIOS 57 


Fers, 1-12: Oben 
definida par о valor indicado de utilizando уа 7 
тера do порева e (8) а regra de Simpson. (Use 
quito бесот para aproximar cada ЈО), e ше 
donde s respostas para duas cacas decimais, empre 
que proprio). 


1 jena оа 


m 


2/24 п-4 в-6 
Я 
si [D nes 
a ene ms cofre = 
as (La, n-6 Eieres 13-16 Bstine о ero máximo na aproxima 
. S da era detido раз olo adici de A 
К Sando (a) a ea do парада € (a rep de 
me fils noa ped, 


Exerc. 1720 Determine o menor atero n tl que 
“a integral definida, seja 
segra do tpério (b) pela 


ГАТТ 


Ед 


E= 00001 


к-до 


кине. 224: Sopa que а tabla de valores de 
4 e y lenha sido obida empiricamente, Supondo 
УЙде f uma função contia, aproxime 
Jd f) de por mi (a) da egra o trapézio ¢ (0) 
Pela regra de Simpson. 


и [|0 25 зә as ал 


Ж КИ 4 4 3.5 


un m 
ш 
E 
as 
a» 
эз 


вм x › 


18125 Use a rega do tmpézio com (baja « 01 para 
mostar que 


Pasta 


26 Decore do que vimos no Capitulo 8 que 


Use este fato e а regra de simpson com п =8 pan. 
obter uma aproximação do valor de ccm decimais 


27 Se }0д (om polido de gras interior а 4, 
prove que а тера de Simpson di o valor exato 


de fe ләш. 


A an 


romeno Andie Cop 5 


» ec] Prove que фа € ineo à 
a pel rega do аре 


+ fol estrado por um ins 


(кй a Definição 529). Com o método dos seis 
“pontos, luces letras da velocidade na super. 
‘Tele, nas profundidades de, 04K, 0ke ORE; 
+ próxino no leto d rio Uso entlo a egra 
do trapézio para eximar E, Com os dados da 
bela, tlne Ty 


х DAL OS GAL E 
[025 025 049 047 013 o] 


rações eqpidistats de 6 m. Use a regra 
К dica da soper do 


sa puw ma seco transversa da corrente 
O primeiro passo nesie cilcub ёз 
интини telocidade média a uma distin. 
st de + metas da margem do ro, Se k Ea 

decrete em ип porto ал metros 
ОЛЕ а velocidade (en má) апи 
dede y metros (уа a figura) ento 


2 Cum réertnda au Exercício 31, o Пино de 


rente (еп пу з) pode ser aproximado pela 
farm 


Ff Si 


onde Mj) € a profundidade da corrente a v 
ышка x meros a тиет e L € o compa 
mento da seção transversa. Com os dados 
tabela abalo, use а rep de Simpson para 
esimarF. 


їйлєн. 31-4: Use а regra de Simpson com кеВ 
paraaprosimar o valormédiod f no intervalo ado. 


Сез мараз эз 


xime fil) utilizando а regra do trapéxio com 
ne Mr aà ii 


1 G 
ay ma вло nos 
M fla) = Venom; tam fev =R 
see, 3636: Se f € determinada pel quio 
"ecl dad e pel codigo ici Ji 
sa EXERCÍCIOS pr нудо 
Tuer 1-0: Cle П ] 
а WS enar 27 J VENE T) de 


2 [G2 да 
a [hee 
[есте 


ya 


Bf iras 


ијо-в-зђа farra 


Ufes ra 


араса 


Gu IDAS DE 

sia [о оф бш a ан 

E EST 

ECCHEOHECN NE 

ANECA 
= 


ГЕЛ 


AT 


mfssO-s)de зо hoz) 
fewer om JE a, 
EE 


E 

з актанта, 
ef est cst de 
эт sen em xdr 

38/7, ех кй жазу 
39 [ D VERTIT de 

а онен 

пп] Pere 


m 
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Exerc 43-44: Hescla a equação diferencial sueta 
às condiges dadas, 


e 
0-6-4 yet еуез e2 
MIL TAI 
Жеп». 4546: Seja fa) =9 - para 2103, é 
seja a pario териш de (2, em coca st. 
prm 


45 Determine a soma de Riemann X, se é avaliada 
no pesto médio de cada subintsrvalo de Р, 


46 Determine (4) Apre (BD Ape 


Exercicios 4748: Verifique a cesiguldade sem 
calcular s integrais, 


mp ojo аўга га 
——— аа 


o sns qndo ma-f те 


afinaj iia же 


f fice дда 


S1 Jogae uma pedradiretamente para baixo de uma 
altura de 300 ети com velocidade nica de 
10 mb. 


ба) Determine a distin da ped so solo apos 
пери. 


(0) Determine а чечме após 5 segundos 


(6) Determine quando a реба stinge о cio 


52 Dedo f (Fs 2-s) dh determine 


i si à ы ati к add da 
teorema do valor médio pera integrais (5.28). 
б) o valormédio dei 2r -5 em (1, 4} 


ascia ууш 


(a) a regrado império com n= 5. 
(0) a regra de Simpson com w= K. 


(Use apronimações com quiro decimais pare 
60) e эпедолф эз respostas para duas casas 
decimais) 


S4 Para contar а poluição térmica de шп бо, um 
biólogo registra à temperatura (em “F) а cali 
bara, de oras da ma à 5 da and, O dados 
совал da beh abaixo 


Бә ю nom 1 
КЕБШЕ |53 та кл ма в, 
m Ж Ж 4-8] 
Espa CEE) 


Usea regr de Simpson e Definição (5:9) par 
estima à empentura média да gun entr 9 de 
manha e 5да ade. 


rRoDUÇÃO 


ções da integral defivida. Comegaremos re- 
considerado а aplicação que motivou a 
definição deste conceito matemático — a 
determinação da rea de uma região do plano. 
зу. Em seguida, usaremos integrais definidas, 
para calcular volumes, compri 


realizado por 
* cento de massa (фото de equi 
типа chapa plara, A razão da aplicabilidade 
da integral definida é que cada uma dessas 
quantidades é expromável como um limite de, 
somas, Alm disso, diante do grande 

E Gis quanidads que podem express 
se desta maneira, não há um fim para os tipos 
de aplicação, Na última seção ılustraremos a 
versatilidade daintegral definida, consideran- 
do wma diversidade de aplicações que in- 
Чет: dteminacio da força exercida pelo 
petróleo sobre a parede de um tanque, avali 
Sho do desempenho 

neo nas anérias, estimação do рай! 
fotu de umn empres, cdeuloda espessura 
da camada de oci, determinação da quan- 
tidade de gás dou sm uma casa e determi- 
magio do consumo de calorias em um 
exercicio em Боев. 


À medida que avança neste capitulo, е 
sempre que o itor encontrar integrals defi- 
midas em cursos aplicados, deve ter em mente 


seme 


f Capítulo 6 


бзен APLICAÇÕES 
"e DA INTEGRAL DEFINIDA 


Neste capulo abordaremos algumas aplica- 


as nove рты: limite de somos, mítede LS 


E 


M Cálico Geor Aalto 


6.1 ÁREA 


po 


Se uma função f é continus e f(x) = 0 em fa, b), então, pelo 
A 
dada pela iigral definida f f (x) d Nesta seção, considerare 
зы peo 
IU о мосу с 


área da regio scb o gráfico de f (комга superior de R) coin 
жрк: 


Алерта fato deo рое 


Eta [блай para пет é válida se f ou g é negativa para 
si em А Pu et, aa am ig 

tho d inferior ao valor mínimo. de g em le, М, conforme 
ашай ma igor C) Ба segu, o rs ums 
fi к, defnidas como segur 


леано) |а] 
4098094600 |a] 


Os gráficos de f, е g, podem ser obtidos deslocando-se ver 
ticalmente os gráficos de f e g de uma distância |4|. SeA é 4 
dica da regido ma Figura 6.2 (i), então 


арид 
=f tta 1560 ара 


Teorema (6.1) 


Cap 6 Aplicações de integrat definida 359 


ГА 


Podemos resumir nossa discussio como segue, " 


x D 

Se ГЄ 5 continuas fn)» g(a) para todo x em a, 6, 

et à на (rio ainda pelos grinco de 
БА 


A fórmula de A no Teorema (61) pode ser interpretada 
como um límite de somas. Fazendo Ма) = f (x)= БО) © se w 
está em [a,b], então A (w) é a distância vertical entre оз gráficos 
de f e к para х= (veja а Figura 63). Tal como em nosso 
estudo das somas de Riemann no Capítulo 5, seja P uma partição 
de [a, b] determinada por а = хл, +, = b. Para cada k seja 
мундус, E seja w, um número arbitrário па Ие bit 
valo [x, x] de Р, Pela definição de h, 


АКЫНДЫ 


que ёа ea А do тейи de comprimento f») -g() e 
ра x, exitido m Н 


E 
dd 


Figura 64 


A soma de Riemamn 


STA 
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é somadas freas dos retingulos па Figura 64 é, assim, uma. 
aproximação da área da região entre оз gráficos de f ¢ g dea a 
b. Pela definição de integral definida, 


aj de 


КУО 


Camo М) = flx) - (x) obtemos o seguite corolário do 
Teorema (61). 


1. Use de para a largura Ax, de um retângulo vertical tipico. 


2 Ue f) - gis) para о comprimento f(w) - g(w) do 
заш 


3. Encare osimboto f como um operador que toma um limite 
“de somas das áreas retangulares [f (x) - gx] di 
Esc nésodo nos permite interpretar a fórmula da deca no 
"Teorema (61) como segue: 


AS 


"3i 


comprimento de 
um retângulo 


ез 


Larga de 
эт retângulo 


o usar esta cnica, vissalizamos. a somação de áreas de 
retingulos verticais, percorrendo a regito da esquerda pura a 
dirita. Mais adiante nesta seção consideraremos tipos diferentes. 
de regiões, ao determinermos áreas utilizando retângulos ho) 
aontois e integrando em relação a y. 


Designemos por região R, uma regio (para integração em 
telação a з) que esteja entr ce gráficos de duas equações 
у= [де y= g(x), com f e g contínuas e f(x) = g(a) para todo 
em [a b], onde ае b so, respectivamente, a mener e а maior 
cxorderada-e dos pontos (x, y) na regio. As regiões exibidas 
mas Figuras 61 а 65 são regites Ry Várias outra regiões estio 
сорав na Figura 64. Note que os gráficos de у=) e 
y = gls) podem inerceptarse uma ou mais vezes; ciao, 
fi) е) em todo o intervalo. 


nen... .. 


Figura 66 Regis Ru 


As seguintes diretrizes podem auxiliar a resolução de 


Diretrizes para achar a área 
де uma regléo Rx (6.3) 


Esboçar a região, designando por y = f(x) a front: 
perle pk Jg) a Forala Toto, Acht o 
Sof valor x 7a € o yalor x = b dos pontos (x, y) na. 


Р pus vació tle s deagear por 
agua. > 


Expresar А. 

25881 
= Aplicar get ini de soms J, Û expresso na 
еш leder s ui 


retângulo да diretriz 2 como 


EXEMPLO 1 
Akat a área da e delimitada pelos gráficos das equações 
pateyan, 

soLução 

Segundo at dies 1-3, ситен о fic, rolando a 


região, c bis um rtngolo vertical pico (ea а Figura 
61) Os posts (0, 0) e (1, 1) em que os gráficos se intercepta: 


Cap. 6 Aplicações de negra dfaido 393 
podem ser achados resolvendo-e 


ultancamente as equações 


y ex ey- Ук. Referindo-se à figura, obtemos: 3 ч Az } 6-22) - (3- 22) de 
Eras gomme 
| ap dor 4 > 
comprimento do retângulo: Ух =x? det 
área doretâmgulo: (Vx - 2?) de el. 
Recorremos em seguida à diretriz 4 com a= 0e b= 1, 1 асаа 
lembrando que а aplicação sj à expressão (үх =) de 
“significa tomar o imito de somes de dreas de rtimgulos verticais 7 барай df cid (oro 
y Isto nos dá subdividir uma região em várias subregiões А, e utilizar então 
f таз de ши шери дейда para айыга йт. 
| As Wide eon 


EXEMPLO 3 


Achar a área da região R delimitada pelos gráficos de 
y-x-&y-3-0e2y exu. 


EXEMPLO 2 Seu 
Achar a área de região delimitada pelos gráficos de 


A Figura 69 exibe os gráficos e а герй. Cada equação foi 
| у+ё=беук2к-3=@ 


resolvida em relação а y em termos de x, e as fronteiras foram 
тошдафаз de acordo com a diz 1. São observados tán; 


venias picas estendendo-se da fronteira inferior à fronteira 
жондо 5 superior de К. Como a fronteira inferior consiste em porções de 
2 T dai раз diferentes, não se pode oher a área utilizando 
Figura 6B representaaregiüo е um retingulotipico. Os pontos Б. PE ari A р 
de iento (13) € (2,3) des дов бош podea эн TA apenas uma нег definida. Todavia, dividindo cm duas 
"ido resolvendo sail camente as dux equações dadas. черде А, R, eR, conforme Figura 610,6 possivel deter 


Para aplicar a diz 1, designamos por у = [() су = ga) a 
fromeiassaeror inferior, respectivamente. Resolvemosento 


cada equação em relação a y em termos de x, conforme Figura ^ E 
63. Isto mos dé 


minar а área de cada uma c sonó-las. Disponhamos nosso 
trabalho como segue. 


REGIÃO n, REGIÃO R, 
S fronteira репо: y =x 4 6 ГЕ 
! — frontera superior: y=6-xº mai ls у=}. m 
пене fronteira inferior: y =3 = 2r И ii А 
lagira do retângulo: de Зава do 
comprimento do retângulo: (6-32) (3-20 34 тейді de e 
drea do retângulo: (66-22) - 3-20) de A comprimento do 
3 тейм: (x 46) = (=t) Gem 
Aplicamos em seguida a dictriz 4 com am -Leh= 3 3 área do reingulo: [+ 6) (Jd (6:46) x) dr 
admitindo 73 como um operador que toma un limite de somas 


de áreas de retingalos. Assim 
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EY 


Gp. 6 Ape da inca ТҮ 


y 
РГ) 
ia, 
Figura 641 
p 

E 

y 

Figura 612 


Aplicando a direi 4, obtemos as áreas A, eA, de R, eR 


ES 
TEETE 
-o-qa-apem 

4 [1090-01 


e 


-Q2-2-0-10 


A área A de toda a região R 
A=A,+4,=12+10=22 


i» €, expressí-l na forma adequada sem determinar 
seu valor namérico. 


Ao considerarmos ums equação da forma x = f(y) ont 
рма c y «d, esamos па realidade imertendo os papéis de x e 
3, admitindo y cono аай! independente ex como a папе! 
dependente. A Figura 6.11 exibe um gráfico pico de x=). 
Note que, se se atribui um valor w a y, ento f(v) ё uma 
coordenada-x do ponto comespondent do gráfica 


Uma rego К, € uma regio que estê compreendia ene 
оз gráficos de duas equações da forma x = f(y) e x= gy), com 
Те g continuas, e $0) = 80) para folo y em [o], ende ce 
4 sio, respectivamente, а menor e a maior coonenata-y dos 
Pontos da região. А Figura 6.12 iustrauma il regido, O gráfico 
de f én fronteira direita dategião, e ográic de é a frontera 
esquerda. Para qualquer у о nónero (у) - 0) é a distância 
horizontal entre sas fronteiras, conforme Figura 6.12 


Podemos uilizar limites de somas pan achar a drea A de 
эта egin Ау, Começamos por scoler pontos do ixo com 
coordenadasy €= yaY, ++» Y, =d, bendo ums parigão do 
intervalo [0,41 em subintervalos de amplitude dy, =, = ү 
Pura ada Е escolhemos um número», em |) e conside 


ramos retângulos horizontais de áreas [f 66) (Л Ay, con- 
fome lutado па Figur 613 Iso conduz a 


Aim, Due 01, f UO вода 


igualdade decorre da definição de integra definida. 


COL 


Figura 613 


Utilizando notação análoga à das regiões, representamos. 
largura Ay, de on retângulo horizontal por dy o comprimento 
ft) = gn) do remo por f(y) - g(y) паз diretrizes seguintes, 


Diretrizes para achar a área [1  Esboçar a regióo, designando por x = f (y) a fronteira 
de uma região Ay 6/4) “led £ por X= ру) a frntelra esquerda Determinar 
lb milan fale Tc Eo шейк valer psd entr o 
pow (у) daregito, =S 
2. Desenhar em retângulo horizontal tipico, designando 
|; sua largura por dy. 
3. + Expressar а área do retângulo па diretriz 2 como 
(= O) say 


4. Aplicar o operador nite de somas f^ à expressão na 
diretriz 3 e calcular a integral. 


Na diretriz 4 visulizamos a somação de dreas de retângulos 
horizontais movendo-se do ponto mais baixo da regio para o 
ponto mais айо. 


e 
* 
‹ 
* 
L| 
Ц 
1 
1 
q 
L| 
< 
L| 
Li 
q 
L| 
. 
Li 
Li 
q 
“ 
Li 
LI 
* 
4 
. 
“ 
“ 
L| 
“ 
* 
q 
q 
4 
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OS 


Mira өл 


soLução 


A regio está ilustrada nas Figuras 6.14 e 615. A Figura 6.14 44 
ilustra o uso de retángalos verticais (integração em relação а з), 
«а Figura 615 ilustra o uso de retingulos horizontal (integração 
em relação a у). Com relação à Figura 6.14, vemos que sio 
necessárias várias inegrações em relação ах para calcular a área, 
Todavia, pela Figura 615, necessitamos de apenas uma integm- 4 
ção em relação a y. Aplicamos assim as direizes (6.4) e. 
Jesolvemos cada equação em relação а x em termes de y. 
Referindo-sos à Figura 6.15, obtemos: 


agora do reângulo: dy 
comprimento do retângulo: y'= (27 - 4) 

Arca do retângulo: [7 (2y? = 4)] ay 

- Esforço (percentual) 


Figura 6.17 Digan tensioesfogo 
para menal ашык 


Poderíamos agora usar a diretriz 4 com с = -2 e d = 2, obtendo Ў 
ен Жамы go re 


simetria da região em reação 10 4 
а еа da pare situada айта do 


af 009-010 
fa 


pa 


-2(-5 


Em toda esta seção admitimos que os gráficos das funções 
(оо equações) nio se intercepta по intervalo considerado. Se 
os grificos de feg se cortam em um ponto P(e, 4), com 
aec cb, ese desejamos achar a dreaelimitada pelos gráficos 
de епа, então os métodos estabelecidos nesta seção (À 
ainda podem ser utilizados, mas serão necessárias duas integ- 
ções — uma correspondente зо inteialo [a,c] e à outra a0 | 


Cap 6 Apicaçõe da integral definida am 


intervalo [ob] А Figura 616 Паша este fato, com 
46) (9) em [в cl eg) f(x) em (e, bJ. A rea A é dada 
por 


AO) оран to fede 


Se os gráficos se cruzam тай de ита vez, podem ser necessárias 
“várias inteprações. Problemas em que os gráficos se interceptam 
aparecem nes Exercícios 3136. 


Em pesquisas cietíicas, uma quantidade fisica costuma 
ser interpretada como uma área. Um exemplo disto ocorre na 
teoria da elasticidade. Para testar а resistência de um material, 
о pesquisador registra os valores da tensão que correspondem a. 
diferentes cargas (esforços). O esboço da Figura 617 é um 
diagrama típico tensão-carga para uma amostra de um material 
elástico como borracha vuleanizada. (Note que os valores da 
tensão estão na бердо vertical.) Atetando para a figura, vemos 
que, à medida que a carga aplicada ao material aumenta, a tensio. 
(indicada pelas setas na parte pontilhada) aumenta até que n 
distensão do material atinja seis vezes о seu tamanho. À medida. 
que a carga decresce, о material elástico volta ao seu compri- 
mento original, mas não percorre novamente o gráfico original, 
obtendo-se, em seu lugar, o gráfico de linha continua. Este 
fenómeno é chamado histerese elástica. (Fenômeno análogo 
ocorre no estudo de materiais magnéticos, onde é chamado 
histerese magnética.) Às duas curvas da figura constituem um. 
laco de hiserese para o material. A área da região delimitada 
por este laço é numericamente igual à energia dissipada депта 
do material elástico (ou magnético) durante o teste, No caso da 
borracha vulcanizada, quanto maior а тез, melhor é o material 
para shsorver vibrações, 


398 Cód com Geom. 


T NY] 


sxrncicios 61 


Exerc, 14: Estabeleça uma integral que possa 
sr oda pra determinar а it da gio sombreado 


S уч yate 
[EE pens 
ار‎ yes 
вуд yet 
و‎ у-шу 

10 у-у 

"yx 

mae 


n 
и 


veses 
=} 
atrai 
22^ 
re. 
yh 
ay ny oy 
yy: 


косе a região delimitada pelos gráficos das equações calcule sua je. 


ar 
aya: 


E 


E 


m уе "I 


Esteros 2324: Ache а ira da regio enire 
fios das duas equações e «Daran 


(senta yit 
E 


sere. 2526: Esla somas de integrais que 
ivan pun achar а drea dı герй sombreada, 
tegando em reo x (a) x e 0) y. 
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Exerci 3136: Ache 4 йез da região еме os 
бе de e g pur xo o intervalo dado. 
=6 A 
aR agem һа] 
зэ д-да в), [x] 


MJ sàn ol ha 
ES 
Swen atas! xa 


Exeres. 37:38: Seja R а seo delimitada pelo 
grátia de [e ori de -а a 1 D. Estabeleça 
uma soma de integrais, que não contenha o simbolo 
de valor about, para ешм а та de R. 


NARS s ан, e 
б-а a, des 


39 A figura exte барова especificocarga ten- 
чо (ea imo parágrafo desa seção) 


"sees. 27590: Esttelza somas de integra para 
adr a área da região delimitada pelos gráficos dus. 
gaia integrando em elçã ar (a) хе (1). 


My deh oed 


náo 

з | 

M | 

s pm 

2 

A - 

(04 13 345 6 Cm 
[^ 


Emine as coordenadas e apoie а área ta 
região delimitada pelo hago de histerese, usando, 


(9) a regrado topo. 
(0) regra de Simpson 

40 Suponha que os valores funcionais de f ey di 
тарен abairo tenham silo bios empicamen 
те. Admitido f € E contas, obtenha mo 
aproimação da área entre seus prlicos de 


A ES, wando cn 


E 


| 
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1941 Faça o gráfico de f() = |? - 07- 08x. 
em [-1.5; 13) Estabeleça ama ema deir 


da pelo gráfico de f, pel eixo е pelas real 
xeSexeis, 


su) [sss 3) 4 (842 Grafe, nos mesmos tixosf(r)-senx é 


X402 para -2exs2. Estabeleça 1 
uma soma de integais que permita eher ema” 
aproximação da ата da região delimitada pelos 
ricos. A 


зара |2| 3 


2/15) 


1 [os| 1 jns 1 


6.2 SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 


O volume de um objeto desempenha papel importante em muitos 
problemas nas ciências físicas, (ай como determinação de 
centros de massa е de momentos de inércia. (Estes conceitos | 
serão estudados mais adiante.) Como é dificil determinar o 
volume de um sólido de forma irregular, começaremos com 
objetos que apresentam formas simples Inclídosnesto categoria 
estávos sólidos de revolução, estudados aqui e na próxima seção. 


Se uma região revolve em torno de uma reta no plano, o 
sólido resultante é umsólida de revolução; dizemos que o sólido 
é gendo pela região. А reta é um eixo de revolução. Em 
particular, se а regido К exibida па Figura 6.186) revolve em 
tomo do eixo-x, obtemos o sólido ilasrado em (i) da figura 
Como caso especial, se f € uma função constante, digamos 
d) = então а regiño € retangular e o sólido gerado é um 
обо circular reto. Se o gráfico de f é um semicírculo com 
extremidades de um diâmetro nas pontos (а, 0) e (b, 0), então o 
sólido de revolução é uma esfera. Se а tegião é um triângulo 
retângulo com base no eixo-r e dois vértices nos postos 
(a, Oe (6,0), com o ingulo reto em um desses pontos o sólido 
gerado € um cone circular reto. 


Se um plano perpendicular an eiun- intercepta o sólido da 
Figura 6180), obtém-se uma seção trarsvers circular, Se, 
conforme indicado па figura, o plano passa pelo ponto do cino-t 
com coordenada w, então o raio de circulo é f (w), e daî a sua 
rea é {f (w). Chogaremos а uma definição do volume de um 
tal sólido de revolução utilizando somas de Riemann, 


Particionemos o intervalo а, b] como fizemos рага áreas 
na tesão precedente, e consideremos оз retângulos па Figura 
6.190). O sólido de revolução gerada por esses retângulos tem + 


[] 


T 


3*5 
С] 


Definição (65) 


а forma indicada em (i) da figura. Começando com a Figura 
623, removaremes partes do sólidos de revolução para иат 
та visualização de porções geradas por retângulos pico. Com 
respeito a cases figuras, € bum lembrar que о sólido se obtém 
por uma revolução completa em torno de um eixo, e não por 
duma revolução parca. 

Note qué o А" retângulo gera um disco circular (em 
йд circular) com raio da base /(»)) ¢ айша (espessura) 
x=, —%,. p O volume desse disco é а frea da base vezes a 
altura — isto €, al£(m)P Ax, O volume do sólido exibido ma 
Figura 6.19) é a sorna dos volumes de todos esses discos. 


3 а орақ 


Esta soma pode ser vista como ura soma de Riemann para 


+ зу. Se a norma |Р | da partição está próxima de zero, 


então a soma deve estar próxima do volume do sólido. Assim, 
é natural definimos o volume do sólido de revolução como um 
mite de tais somas, 


Seja f continua em [a,b] e seja R а região delimitada pco 
gráfico de f polo cixo-x e pelas retas verticais z = a ex =b. 
O volume V do sólido de revolução gerado pela revolução de 
eto do хб é « 

EEEE 


ш, Y RUDY м] ууга: 


| 


geral, não especificaremos as unidades de medida de volume. 


‚ 4 Cedo com Geometria Anal 


Ex 


Cap 6 Aplicações da integral definida 403 


mp 


Figura 620 


Definição (6.6) 


Se a medida linear é polegada, o volume será dado em polegadas 
Ыса, Se x é medido em centímetros, entio V scrá expresso 
em centímetros cúbicos (cm) ete. 


A exigência fa) O foi omitida intencionalmente na 
Definição (6.5). Se f é negativo para alguns valores de x, como 
a Figura 620() e se a região delimitada pelos gráficos de 
f.x =a exe b, ео eixo- revolve em torno desse tivo, obtemos 
sólido exibido em (ii) da figura. Este sólido é o mesmo que o 
sólido gerado pela revolução. em lomo do eito-r, da região sob 
© gráfico de у = j (x) de a a b. Como f (OF [f (9), о limite 
ca Definição (6.5) nos dá о volume. 


Invertumos agora os papéis de xe y e façamos а região 
A, da Figura 6210) girar em torno do eixo: gerando o sólido 


ilustrado em (iî) da figura. Patcionando o intervalo e] e 
usando retângulos horizontais de largura Ay , e comprimento” 
(id, mesmo tipo de raciocínio que originou (6.5) corduz-ros 
à seguinte definição. 

o › [] 


Tigra 621 


[53 Ear m fn 
sé MASS ЕР. 


Como podemos fazer uma região girar em tomo do eios, 
do cino o de qualquer outra reta, não € uconslhve memo. 
"аг simplesmente аз fórmulas de (65) e (66) É preferivel 
memora a segni regra geral para achar о volume de um 
disco circu (veja а Figura 622) 


Figura 622 


Ao lidamos com problemas, splicaremos o metodo intui- 
tivo desenvolvido na Seção 61, substituindo Ax, oo Ay, por de 
on dy ес, São dies se seguintes diretrizes, 


Diretrizes para achar o Tabor а região R a ве tevolvida & rotular as 
volume de um sólido de fronteiras., Exibi um тезро típico vertical de 
revolução utilizando discos largun de ou um retângulo horizontal de largura dy. 
(68) Esbogar о sólido gérado por R е o disco gerado pelo 
13го de diretriz 1 

Expresar oraio do disco em rms de xou y conforme 

жа реа э ise 

‚Мн 6 arm rums fmi рип vum do 

BRE НДЕН Ў 


ХАРЫН" Opehidór limite de somas E af à 
expressio pa diz 4 e calcular a integral, 
EXEMPLO: 
A regão delimiado pelo eixos, pelo gráfico da equação 


y= +1 e pelas retas х= -1 е x= | gira em опо do eixos 
Determine c volume do sólido resultante, 


SOLUÇÃO 


Conforme s diretriz 1, esboçamos а região e exibinos um 

o vertical de largura de (veja а Figura 623). Deacordo 
com а гез 2, esboçamos о sdlido gerado por R e о disco 
gerado pelo retângulo (veja а Figura 6-23). De acordo com as 
diretrizes 3 e 4, observamos o seguinte 


volume do disco: mí + 1) de 
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Podertamos em seguida aplicar a diretriz 5 com a «-1 eb = b= 1, 
puraoblero volume V considerando f um operador que toma um 
imite de somas de volumes de dicos. Outro método consiste em 


Pam se ot da, 


Vef sic + ape 


"e 


RA 


EXEMPLO 2 


A тер del 


nda pelo eixox e pelos gráficos de 
y=r,yrley 


gira em tormo do хоу Determine o volume 


+ do sólido resultante. 


soLuGÁo 


A Figura 624 é um esboço da região е do sólido, apresentando 
também um disco gerado por um retingilo horizontal tipico. 
Coma desejamos integrar em relação а у, resolvemos a equação 
y=? em relação a x em termos de y, tendo £= y^. Note os 
seguintes fatos (veja аз diretrizes 3 ¢ 4): 


espessura do disco: dy 
ralo do disco: pio 
volume do disco: sy dy 


Finalmente, aplicamos a diretriz 5 com e = 1 e d = 8, considerando 
ff m operador que toma um limite de somas de discos 


saves] enl 


1apn-n-2-584 


usar a simetria de regio em relação ao cixoy e achar У aplicando | 


Consideremos em seguida uma região К do tipo Ilustrado 
na Figura 6250) Se ска região gira emtornodo ейо-х, obtemos 
ıo sólido ilustrado em (4) da figura. Note que, se gr) > 0 para 
todo x em [a, b), há uma abertura através do sólido. 


O volume V do sólido pode ser obtido sibtraindo-se o 


volume do sólida gerado pela menor região co volume to sólido 
gerado pela maior regio. A Definição (6.5) nos dá 


Ve f xP af «шюр de= f UO оа 


[Xu am} 


Figura 625 


Volume V de um anel (6.9) 


A ülima integral айпйе uma inerprelaçêo interessante como um 
lite де comas, Conforme ilustrado na Fig: 25), um retargulo 
vertical que se estende do gico de g o rico d f, plos pontos 
com coordenada wy, gera um anel sólido cojo volume & 


Ax cnt 


Somando os velumes de todos estes anéis e tomando o limite, 
obtemos a integral definida desejada. Ao resolver problemas. 
deste tio, é conveniente usar a seguinte regra geral: 


У- мї exterioi - (айо interior? + (espessura) 


Um erro comum na aplicação de (65) consiste em tomar 
o quadrado da diferença dos тайов em lugar da diferença dos 
quadrados. Note que 


тиу? - len) as, 


volume de um anel # si(alo ext.) - (rato int) (espessura) 


406 Cll com romaria Ana 


сев 
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o 


0) y 


Figura 626 


Podem se estabelecer diretrizes semelhantes a (64) pe 
problemas que envolvem anéis, As principais diferenças são que 
та diretriz З detemminamos expressões para o raio exterior ео 
alo interior de un ane típico, e na diretriz 4 utilizamos (69) 
pira achar uma fórmula para o volume do anel. 


EXEMPLO 


A regio delimitada pelos gráficos das equações, =2=p 2 e 
2y-x- 2 «0 e pelas mtas verticais x «0 e x= 1, pira em tono 
%› eixos, Determine o volume do sólido renilante, 


soLução 


А Figura 6260) € um esboço da regito c exibe um retângulo 
vertical tipico. Como desejamos integrar em relacio а x, resol- 
“vemos as dias primeiras equações em relação а y em termos de 
x obleado yma? + 2e у = 1x + 1.0 sólido e um anel gerado pelo 
retángalo ендо ilustrados em (ii) da figura, Aplicando (65), 
obtemos o seguinte: 


espessura do anel; dr 


volumes (2429 ра 419] de 


Usamos um limito de somas de volumes de anéis apli- 


зар 


ТА 
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EXEMPLO 4 


Calcular o volume do sólido gerade pela rotação da regio 
descrita no Exemplo 3 em torno da rea y = 3. 


soLução 


A regio ¢ um retângulo vertical tipico eso resborados na 
Figura 67), juntamente com о ein de sevolação y=3. O 
sólido e um anel gerado pelo retângulo esto ilustrados em (i) 
“a figura. Мото o seguintes 


espessura do ael: de 
raloexteñor: 3- (je + 1)= 2-13 

interior: 3- (62) 1-22 

volume: x(2- 13) - (9 Y]de. 


m—€——— 
A 


о-нда 


EXEMPLOS 
A região do primeiro quadrante delimitada pelos gráficos de 
у=}? ey =2 gin em tomo do eixo-y. Determine o volume 
do sólido resultante. 


и а. асаана НЕ 


Hay Cut com Geometria Алейная 


Cap 


[D 


EXERCÍCIOS 62. 


soLugáo 


A Figura 628) exibe rei e um retângulo horizontal pic. 
Desejamos пары em reação à y e assim resolvemos as ( 


eauaçõos em relação а x em termos de y, obtendo 


А Figura 6280) ilustra o volume gerado pela região e o anel 


“gerado pelo retângulo. Temos: 


espessura do anel: dy 
ralo exterior: 2^ 


io interior Ly 


some PP GPd ath) dy 


“Aplicando o operado 


ر کر у‏ 


вар жыйнаш 


Exec. 5:24; Esboce a região delimitada pelos 
rios dis equações e сасе ө volume de sólido 
gerado pela үйдо de Л em tomo o eixo 
indicado 


Syin zeh xy, «һәч 
СЕТИ p 
тур уо кох 


byad, 


2, у Фох 
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зуе, уе оу 
муз, уз усу 400; dy 
nace ж-о e» 
туч "x 
mae pes ima 
rap, Payet жюз 
Мути اور‎ den 
—— duos 
пуз, yes pe 
муз, get т 
AS cio 


Mxsy=l, دواري‎ ciao 
її узт, x0, Gem, yO, eixos 
(Sugestão: Ust а fómula da metade do Anglo) 
Bylta х=, 
И 09 poli p 
(Sugestão: Us: а fórmula da metade do Angulo) 
Byssan ywe 
i-o E 
Gugestós Use a mala 


Myemen yaa xd, 
хума, eixos 


Exenss. 2526: Esboce а região delimitada polos 
боз das equações e ache о volume do sido 
Estado pele revolução de R em torao da reta dada. 


музду, 
Wya es 
өх ua 
26 ya vã, y-0 2.4 
Waet Quee 
(yo y- 


ян Cto com Corners Analtioo Cap 6 


seres. 27-28: Estibeleg uma integral que per- 
mia achar o volume do sólido gerado pel 
revolução da área lombreada em torno da ret 
(a) y=-2, W) y=5 (03-7 e (d) xe 4 


2 > 


seres. 29:34 Esbuce a regio demitada pelos 
ico das equações e estabeleça integrais que 
permitam calrular o volume do solid gerado pea 
revolução de em tono da reta dada. 


уед уна yas 
Byar, y= ze 
Эїйх+у=3, yy х=? 
xen 

- 

sea 


Exer 3540: Use шта itegal definida para esis- 
belece ums fórmula do volume do sólido indicado 


35 Un cilindro circular reto de altum e io r. 


36 Ша anel cilindrico de alta А, nio exterior Re 
tal intro» 


37 Um cone circular reto de altura A e rajo da 
base 


эв Uma esfera de alo r 


ээ Um troco de cone сеш de altura h, al da 
ise inferior Re raio dà base superior r- 


A0 Un segmento sérico de atura h em ила esfera 
ашап 


41 Se a região exibida па figura йа em tomo do 
сло, ше a regra do предо сот a= 6 pra 
er uma aproximação do volume do sólido 
resulta. 


42 Se a região exibida a figura gira em tomo do 
eixos ше a regra de Simpson com n 8 para 
"bir uma aproximação do volume do sido 
esiste 
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Feres. 43-44; Оше f c р aos mesmo eixos 
‘condenados, para 04 x < x (à) Estimeas coorden- 
“sr dos ponts de intersecção do gráficos (b) S 
a região delimitada pelos gráficos de f e gin em 
tomo do eixo, ut sega de Simpaon com y = 4 


para ler шиа apelação do velumê do sdido 
resulte. 


ojo zz atos 
44 дю = Гена, ae) -02e 0,7 


8.3 VOLUMES POR ANÉIS CILÍNDRICOS. 


T 


E el 


| Si par 


Volume V de um anel 
cilíndrico (6.10) 


Na seção precedente calculamos volumes de sólidos de revolu- 
cão usando discos circulares, ou anéis. Para certos tipos de 
sólidos é conveniente utilizar cilindros circulares ocos, iso é, 
fines anéis cilíndricos do tipo ilustrado за Figura 029, onde 
т, É o raio exterior, r, 6 o-ralo interior, h 6 а altura c 
Arar,-=r, É espessura do and. O ralo médio do anel é 
r=4(r,+1) Podemos achar o volume do anel subtraindo o 
volume аг2й do cilindro interior do volume wh do cilindro 
exterior. Fazendo isto e mudando a forma da expressio resul- 
tanie, obtemos 


arnet 
mado, er) rur 
1 
€ 
sisti 


о que ncs dí э seguinte regra geral: 


alo те) Gli) (per) 


Se fizemos a região А, da Figura 630 () girar em torno 
do eixo-y, obtemos o sólido ilustrado em (ii) desta figura. 

Seja P uma partição de la, b] e consideremos o retângulo 
vertical típico na Figura 6.30), onde w, é о ponto médio de 
[xj „д. Se fizermos esse retinguo girar em tomo do eixo-y, 
olseremos um anel cilíndrico de rato médio w, altara fiv) е 
espessura Ах, Logo, de acordo con (6.10), o volume do anel é 


эли, fw) An, 


I f2927?292?29?22?2?9222222222222222222224 


-— — ——— 


412 Cilento com Geometia Aran “Cop û 


Cun Aplcções de nero djnida arm 


o 


Figura 630. 


Farendo girar o polígono regular formado por todos os 
retângulos determirados por Р, obtemos o sólido ilustrado па 
Figura 630G). O volume dest sólido é uma soma de Riemann. 


Yes 


Quanto mener for a norma | P|] da partição, 


Dolinigáo (6.11) 


Seja” f continua e suponhamos f(a)20 em [a,b] 
0a sb. Seja Ra região sob o gráfica de f.de a 


Diretrizes para achar o 
volume de um sólido de 
revolução usando anéis 
cllínddcos (6.12) 


volum Y di sólido de revolução gerado pela тордо de 


LI DL 


ferem aplicivei, então ambos os métodos conduzem à mesm 

resposta. Podemos também considerar sólidos obtidos pela “$ 

revolução de uma região em iorno do eixo.y ou de outra reta: ў 
em às seguintes dierizes. 


3 
espesa seja duda por di ou dy. Nio. 
(una нден 


NE 


pisas Ы reg Ае 
te de somas, f 


pelográfico de y = 24 
em torno do eixo). Determine o volume do sólido resul 


soLução 
A região está esbogada na Figura 631 (i), juntamente com um 
eng venia! pico de gura de. А Fig 631 (i) er 
о anel cilindrico gerado pela revolção do retângulo em tomo 
de eixo. Note que x 6з distância do cho ao ponio lio de 
rengo (o raio médio do anc) Referindo-nos à figura є 

aplicando (6.10), temos o segue 

espessura do net: @ 

niomédo: x 

per 

volume: aeri) de 


dra Cato com Comer Ana + Cop 6. 


Cop 6 Aplicações da кті definida ам 


да para a direita através da região, de а = a = 2 (ndo somar 
de -2 а 2) Portanto, o limite de somas é 


AS 


^4 


O volume V. pde ser obtido também utilizando-se anéis; mas os 
cálculos seriam muito mais complicados, pois a equação 
mis! teria de ser resolvida em reação x x em termos de y. 
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EXEMPLO 2 


Fazse revolver em tor da reta x = 3 а regio delimitada pelos 


gráficos de: y= x еу = x+ 2, Estabeleça uma integral para o 
“volume do sólido resultante, 


soLução 


A região está estocada ra Figura 6320), juntamente com um 
rtiogulo vertical pico, estendendo-se da fronteira inferior y = x 
à fontei superior y= x+ 2. A figura exbe também o cito de 
revolução = 3 Em (i) da figurailustamos não sû o ane cilísdrico 
como o sólido gerado pela revolução do retângulo e da regio em 
tomo да reta х= 3, É importante notar que, como x é а distin 

+ do о-у зо retângulo, o nio do anel cilíndrico £3 — x. Reportan- 
болон À Figura 632 e aplicando (610), obtemos: 


espessura do anel cilíndrico: de 
maio médi 3-k 
MS 


volume: 2n(3-2)(142-58) de 


Para somar todos esses ans clíndcos caminhamos da esquer- 
da pars a иейа através da regido de а= =1 a b-2 Logo," 


lie de somas é Vaf 3-0 (e+ 2dr 


EXEMPLO 3 


A região do primeiro quadrante delimitada pelo gráfico da 
equação x= 2" -y! є pelo cixoy gira em tomo do cixox, 
Estabeleça uma integral para o volume do sólido resultante. 


soLução 
A Figara 6250) exibe a região, juntamente com um tingo 
отаца ico, Apane (i da pua mostra ane il e 


о sólido que são gerados pela revolução em tomo do cixox. 
Reportando-nos à figura e aplicando (6.10), obtemos: 


espessura do anel: dy 
nio médio: y 

altura: 2y-y 

volume: 2090) -y)dy 


Figura 633 


Para somar todos esses angis cilíndricos, caminhamos para cima 
através da região, dec = 0 a d =2 Logo, o limite de somas é 


Precrerenanananananananannanannaa 


Copo 
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M Clo com Comenta Anais. 


vxencícios ca. 


sido forçados a usar anéis cilio 
pois o uso de anéis (arruclas) e a 
exigiria a resolução da equação x = 2º - у' em relação а y em 


cos e integrar em relação a у, 
legração em relação a x 


te anis indico par cada exercicio. 


Verre 1-4 Estabeleça uma integral que permito 
ear a vulume do sólido obtido pela revolução da 


somirsada em toro deixo in 


4 


Exercs. 5-1%: Estce а regio A delimitada pelos 
tráfico das equações, e calcu o volume d sólido 


шудэ, э dey 
Mayos, узб oy 
nya- уз аку 
Bem yes cr 
му y а-ә dos 
Lr y6 ambi deer 
зз, уч, aed der 
My VGA, уч, з-й dex 


Lr yu y= dies 


Enero. 1926: Seja А a região delimitada pon 
gráficos das equações. Estabeleça ema integral que 
permita calcular o volume do sólido gerado pla 
rotação de R em iomo da 


ГРЕЯ 


Mr Mae 
Mya 
CESTOS 

Ay, ye 

ууна y (272 4) ze 
medo уз aes 

@) ed (06 (522 (0) y 
mae» gere» sel 
ر‎ 
5250-0 E 


y» 


узе, yk 


Fxercs, 27-30: Seja А a regio delimitada pelos 
ficos das equações, Estabeleça imeprais que. 
permitam calcular o volume do sólido gerado 
quando E gira em torno do eixo dado, usando 
(a) anis cilíndricos e (b) discos ou anéis (aret). 


Pyete, xel к=, yuQ, to 


289-4, хе «=2 у= exor 
дуунд х= xml, yat; ву 


ТЕСТЕ 


70, cy 


31 Se a regio exibida та figura ge em tomo do 
eixo: use a tegra do карт, con п = €, pure 
bles uma aproximação do volume do sólido 
resulte 


эз Se gio exigida na бриз азери gira em tome 
do dio, use a regra de Simpson, com «5, jan. 
obdernasprmimação do vere de sides 
tant 


vii 


133 Faga o grito de 
fi) =з дь? LÊ 42-2 


(6) Use o método de Newton para obter uma 
aproximação, con duns cass decimais, das 
coordenadas бо pontos de stereo dos 
ийбөө. 


б) Este оз насар do prático. 


(0) Fazendo а 
(0) Se a regio delimbado pelo grifico de f e 2 
pelo епос gira em torno do eto y, estabe- 


ito delimitada pelos gráficas 
em tomo do elo, use а regra do 
паара com n = 6 para obter uma aproxima 
cão o sólido resultante. 


тїзї Grate, nos mesmos eixos coordenados, 
f= sexe іле раа 0 аєа. 


6.4 VOLUMES POR SEÇÕES TRANSVERSAS 


Pigura as 


Se tm plano intercepta um sólido, a região comam ao plano e 
ao sido é uma seção transversa do sólido. Na Seção 62 
utilizamos secções transvesas circulares e em forma de anéis 
paraachar volumes de sólidos de revolução. Consideremos agora. 
um sólido que tenha «seguinte propriedade (veja а Figara 6.34 
Para todo x em [a,b], o plano perpendicular ao eixo-z em x 
intercepta о sólido em uma seção transversa, cuja área € A(t), 
onde A é uma função continua em [a,b]. 


АЫ 


Figura 634 t 


O adido é vm cilindro se, conforme ilustrado na Figura 
635, uma rea paralela ao eixo-s que traça а fronteira da seção 
transversa correspondente n a também traça а fronteira da seção” 
transversa correspondente а todo х em [a,b]. As seções tans- 
versos determinadas pelos planos x= а є x = b збо as bases do 
cilindro. À distância entre as bases é a altura do cilindro. Por 
Definição o volume do cilindro € a área de uma base mulipli 
cada pela айша. Assim, o volume do sólido na Figura 635 é 
Ata)» (0-a). 
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Volumes por secções 
transvorsas (5.19) 


Para achar o volume de um sólido nio-cilindrico do tipo 
ilustrado па Figura 636, começamos com uma partição P de 
[a,b]. Planos perpendiculares o eixo- em cada x, na partição 
contam ө sólido em pequenas боба. Excalbendo um número 
эйи w, em [s ex], O Volume de uma Titia típica pode 
ser aproximado plo volume A je) Ax, do cilindro mais escuro 
da Figura 636. Se Y £ o volume do sólido e se a norma | P] € 
pequena, cis 


XL 


Como esta aproximação melhora à medida que || Р diminui, 
definimos o volume do sólido рог 


v- 


TALES = fajã 


onde a iltimaigualdade decorre da definicio de integral definida. 
Podemos resumir rosso estudo como segue 


Sein, 5 um Vidi delimitado- per phnos que são 
perpendigusjso еза епа eb. Se, para todo x em 
fa, М). fá por soções tansversas de 5 é dada por A(0. 
Puget. iD então o volume de S é 


Resuludo análogo vale para um ittervaloy [od] e pare 
uma área por secções tnnsversas Ау). 


EXEMPLO 1 


Ache o volume de uma pi 
é e com aliara f 


mide reta de base quadrada de 


SOLUÇÃO 


э uma distância А de O. As secções trausversas por 
planos. perpendiculares ао eixo são quadrados, A lip 
53708) é ma vista ака) da pirimide. Como 2y é o comp 
mento do lado de secção transversa quadrada corrcspor 
т, а Área por secções tansversas A(x) 6 


Al) урау 


Figura 637 


Utilizando triângulos semelhantes na Figura 697) temos 


Logo, 


e 
amado (619, ее 
va гв 


[Pres _1 
] 55 


EXEMPLO 2 


Um sólido tem, cono base, a região circular do plano ay 
delimitadapelo gráfico de? + у? = а? com a> O. Ache volume 
до sólido, se tola secção transversa por um plano perpendicular 
ao ей é um triâmgnlo equiltoro com um lado na bese. 


soLução 


A Figura (386) una ums secção transversa uiangular por um 
plano a x unidades da origem. Se о ponto P(x, у) está то círculo 
© se y>0, então os comprimentos dos lados este Iiangulo 
equiátero são 2y. Reportando-nos a (ii) da figura, vemos, pelo 
teorema de Pitágoras, que à altra do triângulo é 


EPE =F = УЗу 


Figura 638 


Logo, a rea A (x) da seção transversa é 


AC) «20 ӨЗу) = УЗУ =УЗ у(ё- 9) 


Aplicando (613), obtemos 


espe 
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vef доа vale) de 


3 


E 
3 


Блата, 8: Seja R a região delimitada pelos grifi- 
cos de x =? е х9. Daermise o volume do sólido 
que tem R como base, e tda secção tanvera por 
dum plano perpendicular ao eixo tem а forma dedo. 


1- Um quadrado m 


02 Cálculo com Geomaria Anata Com 6 


€ 


5 - Um tio equilítero 


7 Um парі com base inferior no plano y. 
base superior gua a V do comprimento da base 
inferior, e iura igual a Và di base inferior 


5 


1- Um paraldogramo com base no pano xy e aliw- 
ra gal а dra vezes comprimento da base 


9 Urs sólido tem como base a regio cular do 
plano зу delimitada pelo gráfico de x! + y a 
соп а > û. Determine o volame do sólido se toda 
secção transversa por um plano perpendicular ao 
cix é um quadrado. : 


10 Faça o Exercício 9 ie oda segto traversa é 
um lugo баскі cor base no plaso a) e 
altura ipal ao comprimento da bis, 


JE Un sólido tem como base a regio do pano xy 
delimitada pelea gráficos de y = 4 e yi Ashe 
o volume do dido se toda secção ransversa por 
am plan perpendicular авзо «é um triingslo 
tetingulo isceles com hipolemea no plano у, 


12 Faga o Exercicio 11 se toda secção transversa é 
um quadrado. 


13 Ache o volume de una pirâmide do tipo ilustrado 
та Figura 037 se a aiun € Ae a bue é um 
retângulo de dimensões a ¢ 2a. 


\ 
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14 Un ido tem cono be a eo do plo xy 
delimitada pelos ибен de y= x еу «x Ache 
voe o sá e ão Cera и 
wm plano prends o chos dum sl 
locom mero no plano 17. 


18 Um sólido tem como base a região do plano ay 
delimitada pelos gráficos de y «dee х +4. Se 
oda secco trasversa por um plana perpendicu- 
lr ao оу é um semiicul, ache o volame do 
sólido, 


16 Um sólido tem como base regio do plano y 
delimitada pelos gráficos de = 6yey ~2 
Tod seção изе por am plano perpendi- 

«¿lr doom renga, ср айша б dus 
vezes а do lado o plano ку. Ache o volume de 

жш. 


17 Um toro em forma. de um cilindro crar reto 
! de lo a сий apoiado sobre um lado, Renove se 
“o tro una coma farenda se um cote vertical 
© ошто cone а um ângulo de 15º; ambos os cortes 
de iteceptam та сего do aco (veja a figura). 
Ache o volume da cunha, 


18 Os isos de дой cilindros circulares recs de rio 
а э йегсершп em ângulo eto, Ache e volume 
a solido delimitado pelos estos 


39 A tase de um sólido É a egito circular do plano 


зу delimitada plo gráfico de è+ y? -oÈ com 
150. Аде о мйне 05 йш de юй secção 


transversa por um plo perpendicular so eio- 
x é um оройо бхад de айша cortante А, 


ie to? VAA ca 
аә) 


20 As segs iv de um lido em foma 
erros par planosperpendicures so seu ro 
ж als, Se uma secção amens que está 
A em de menor отете d sid enum. 
teo de 6+ em ex o comprimento do 
sido é de 6Dcm, demie ез volume 


21 Un tetraedro em vis faces mutuamente perpen- 
dices е tis arestas mutuamente perpendi- 
dares de comprimentos 2,3 e 4 cm. Ache seu 
маште, 


22 Teorema de Сей Este teorema afina que se 
dis sólidos tiverem alturas gua e зе odas as 
Seções ranversas por pianos paralelos a suas 
bases e à mesma distância dessas bases tiverem 
Aras ipai, então cs sólidos têm o mesmo volume 
(ej а fgura) Prove о terem de Cavalieri, 


23 A base de um sólido é um triingulo 
isosceles, cujos lados ipsis ten comprimento а 
Determine о volume, se as secções Iransversas 
perpendiculares А base © э um dos Indos Iguain 
So зепбейсов. 

24 Faga o Bxercco 23, se assecções travers so 
exigenos regulares com um lado sobre а se, 

25 Mostre que os métodos do fisco е do anel 
estudaios na Seção 62 são cri especia de 

баз) 

Uma piscina circular (еа 10 m de diâmeto. А 

profundidade da água viria de 1 m no ponio À 

т um lado da piscina ué 2,75 m em um pon 

В diametralmente ороно à A (veja à Приз). 

Tomar medidas ha] da profundidade (em 

metros) so ongo do diâmetro AB, сч valores 

Sonstam da tabela segue, onde x € а dici 

fem metros) de A. 


o а в m 1620 MM 


От 27 15 xs 20 225 25 27) 


4H Club omma dan C 
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Use a тера do trapério, com n =7, pars 
estimar o volume de брза па piscina. Aproxime 

icio d: gloss de gua contidas па piscina 
(1 fel = 3786 Hitos), 


65 COMPRIMENTO DE ARCO E SUPERFÍCIES DE REVOLUÇÃO | 


Em algumas aplicações devemos determinar o comprimento do 
rico de uma função Para chegar a uma ma conveniat, 
@ о, empregaremos um processo análogo зо que poderia ser usado 
q para aproximar comprimento de um arame encuvad. img 
emos o arame dividido еп mutas pates pequenas por meio de 
pontos em 0,0, 0, Q, Conforme Figura 039. Podemos | 
obter uma aproximação do comprimento de pedaço entre Q, , e j 
кшн» 639 Arame encrvado. p (Para айа) medindo «distância d(O, ,0,) com uma régua. 
А moma de todas casos distâncias é uma aproninação do 
comprimento total do arame, Evidentemente, quanto mais pró- 
is uns dos outros estiverem os pomos, melhor a próxia- 
ção. O processo que utilizaremos para o gico de uma função 
É semelhante; apenas aqui determinarsmos o comprimenio едо 
tomando um [eite de somas de comprimentos de segmentos 
ticos. Este proceso conduz a uma integral definida. Para 


аччы м ®» 
Figa 640 


Uma função f é suave em um intervalo se tem uma 
derivada f conn em todo o intervalo. ntiivament, isto 
Significa que uma pequena variação em x acarreta uma pequena 
variação по coeficiente angular fx) da tangente aa gráfica de 
f. Assim, о gráfico não tem pontos angulosos nem pontos de 
teve. Definitemoto comprimento do arco entre dnis pontos. 
A e B no gráfico de wma função suave 


Se f é suave em um intervalo fechado [a, D] os pontos 
Ala, fla) е В(Ь, f(b)) são chamados extremos do gráfico de f. 
Seja P a partição de a,b] definida por ададе с 
Gib, e denctemos por O, o ponto com coordenadas 
(5 x) no gráfico de J, conforme Figura 6.4, Unindo cada 
Ora з 0, por um segmento de comprimento 0,0), o 
comprimento 1, da linha quebrada resultante é 


L,- 3 dQ, + 2) 
Aplicando a fórmula da distância, obtemos 
40, 0) - VE UG) - Р 
Pelo teorema do valor médio (4.12) 
Jefe ef) 6,72.) 


paraaligum número w, no intervalo aterto (x. 2 Substituindo 
Jy.) ва fórmula precedente е fazendo 
=x, obtemos i 


dO, 0) V) UP AST 


“VT TWIT as, 


Coseqicniemente, ~ 
t= J VEEE A, 


Мое que Lp é uma soma de Riemann para к) = VT TTT. 
Além disso, g € contínua em [a, b], pois f é connus, Se a 
noma [Р é pequena, eio o comprimento L, da linha 
quebrada ende para o comprimento do gráfico de f de A a B. 
Esta aproximação deve melhorar à medida que LP | diminui; 
definimos assim o comprimento (também chamado comprimento 
do arco) do pífico de f de А а В como o límite de somas L, 


42 Сизде com Geometria Antes Cap 


Como g = VER € uma fingo continus, o limite өйне e é 
igual à negra! dei f VETT dh. Desotaremos por 


L} ese comprimento de arto. 


Definição (6.14) көрк че, 


A Definição (6:14) será estendida з grifiox mais comuns. 
no Capítulo 13. Se uma função / é definida implicitamente por 
uma equação em x e у, então tambén estem referindo nos 
зо comprimento de arco do gráfico da equação. 

EXEMPLO 1 


Se fla) = 257 — 10, determine o comprimento do arco do gráfica 
de $ do ponto A(8,2) а B(27, 17). 


sotução 
A Figura 641 um esboço do ийбе de |. Cono 
و 2 ر‎ 


temos, pela Definição (6.14), 


Figura 641 


fera da 
Para calcular esta integral, fazemos а subeitigio 


m44, dende ас 


Fstaimegral pode ser posta em forma aproprinda para integração, 
introduzindo-seo fator по integrando е muliplicandoa integral 


к> 


Definição (6.15) 


Figura 642 
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inem. 


Сметов em seguida os valores de u 23 4 4, que cores- 
pondem aes limites de integração x = e x 27: 


O Sex=8, eiu EP «4-8 


90 $ех=27,сшдо us 17944713 


Substituindo no integrando e mudando os limite de integrição 
obtemos o comprimento do arco: 


M as 


A permuta dos papéis de x e y an Definição (6.14) nos dá 
а seguinte fórmula para integração em relação ay. 


Os integrandos УГУ е VISION nas fórmulas 
(614) e (615) eqientenenteresilam em expresfes que não 
admitem antiderivadas óbvias, Em ti casos, pode-se utilizar а 
integração numérica para aproximar o comprimento de aco, 
conform ilustrado no próximo exenplo. 


EXEMPLO 2 


(a) Estbelegi uma integral para achar o cómprimento do arco 
da equação)? y -х - 0 de A(O, =1) a H6, 2). 


Б) Aproxime a integral em (a) utilizando а regra de Simpson 
(538) com n= 6, e arredonde a resposta para uma casa 
decimal. 


soLução 


(4) Соло a equação não сай na forma y = f(x) а Defini 
(614) tão pode ser aplicada diretamente. Todavia, se 
escrevemos x= у-у, podéemos empregar (6.15) com. 
80) «Y -y. A Figura 643 é o gráfico da equação. Utili- 
zando (6.15) com € = -1e d = 2 obtemos. 


comme tonto ¿Capó | _ Cape 6 Aplcações de otero definida 49 


Mudando a notação e utilizando o símbolo sfx) em lugar de 
15, ento s pode ser considerado uma função com domínio 
le, pois x cada x em [a;b] corresponde um único número 
si). De acordo com a Figura 6.44, s(x) É о comprimento do arco 
do gráfico de f de A(a, f(a)) a Qux, [)). Conforme a próxima. 
definição, chamaremos s а função comprimento de arco para o 


l Bef RIT 
| 


Mme 


‚у, OP, ® Para aplicar a regra de Simpson, fazemos 
рее мады 10) VDF 6073 7 а dispomos nosso trabalho como: ی‎ 
Seção 58, onto а ерине labels. Deiinição (616) 
E 
| 
d Se s é a função comprimento de arco, a diferencial 
| 45 = а) é amada dierendal de comprimento de arco. 
tino чка enl uti d 
Teorema (617) 
As doenmesos m lin сйм £52,737, Aplicando 
a rega de Simpson com a = -1 eb «2, e n = 6 obtemos. | 


De 


DEMONSTRAÇÃO 


paa Defição (619 pdo Теле (5 
= neta аер suave em seu domínio se o е T» 

Р р DS ie eroi И — 

Ca ume dis quo É 6 rá à tum fido энте O O rrr 

pin in gite ont eli eb а кп 


dos comprimentos dos arcos parciais. Aplicando a Definição (328), 


Para evitar confusão no estudo que segue, denotaremos por ds so) de e VE de 
' ta vatavel de integração. Neste caso, fórmula do comprimento ý " 
do arco па Definição (614) se escreve do prova (i) 


Para provar (ii), levamos so quadrado ambos os membros. 


une 
RNA 
je ferem eo pi күрер аў пал me | 
|a, b] e o comprimento do gráfico do pono Aa, (a) зо ponto б 
[S ponto Aa, fa) зо pont Wes 
= (P+ 


[угра A Bim idade decorre da Definigio (529). 


TTTTT TT A — 
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Figura 647 


2 


O Teorema (6.17) admite uma interpretação geométrica 
Interessante e йй. Consideremos у = f(a) e seja Ar um incre- 
mento x. Desotemos por Ay a variação de y, e por As a variação 
do comprimento de arco corespondente а Ar. A Figur 645 
"asta incrementos tics; a Tê а tangente em (x,y) (compare 
“com a Figura 327). Como (di (dx)? + (dy), podemos consi- 
rar ds cono o compiimeno da hipotenusa de um trüngul 
retângulo de lados [d e ly) conforme se pede ver na figura 
Note que se Ax é pequeno, entio podemos usar ds para aproximar 
o incremento As do comprimento de arco 


a cm 


EXENPLO 3 


Utilize diferenciais para aproximar o comprimento do arco do 
gráfico de y= x? + 2e de A(1,3) a (1,2, 4,128). 


soLução 
Fazendo f(a) «x +25, então, pelo Teorema (617) (i), 
dse V1+ (à + 2) de 
Pode-se obter шта aproximação, fazendo-se x = 1 e de = 0,2: 


ds - Vi 57 (0,2) = ¥260.2) ~ 1,02 


Seja f uma função nio-negativa em todo um intervalo 
fechado [a,b]. Frzendo-se o gráfico de f girar em tomo do 
хо, obtém-se uma superfície de revolução (veja a Figura 
646). Por exemplo, se ft) VF para uma const 
positiva r, o gráfico de f em [-1,r] é o semicireulo superior de 
ey = P eum revolução em ото co eixo- gera uma esfera 
de raio r e área 4л, 


Área da Superfície do um 
tronco de cone (8.18) 


Se o gráfico de f € o segmento de reta da Figara 647, então 
a superficie pera é um tronco de core de nios de bases r, 7, 
ıe altara inclinada s, Pode-se mostrar que a fra da superficie é 


sie ende af з), 


O leitor poderá rememorar esta fórmula como segue, 


5 flo ie (ra Ia) 


Este fato será utilizado na discussão a segui 


Seja f uma função suave nio negativa em [a,b] e censi- 
deremos э superficie gerada pela revolução do gráfico de f em 
toro do eixo (veja a Figura 6.46). Queremos achar uma 
fórmula para э беа S desta eeficie Seja Р uma partição de 
lo, b) determinada por a =p», b e para сайа k denote- 
mos por Q, o ponto (х,/(:)) no gráfico de f (veja a Figura. 
6.48). Sea norma | Р | é próxima de zero, ento a linha quebrada 
1, obtido ligamos O, а Q, para cada f, é uma aproximação 
do gráfico de f, e daf, a беа da superficie rada pela revolução 
de |, em torno do бо deve aproximarse de $, O segmento 
de таа O, _,0, gera um tronco de cone com mios de banes 
fs.) ¢ fis) e айша inclinada d. ,0,). Por (68), área 
desta superficie é 


ЕГИУ 


“O, O) 


“да мыл nb à 
Figura 648 


'£222222222222222222222222323222222 


Delinigáo (619) 


Cap Aplesges da integral dedo 433 


«n 


жа Sd superficie 
expressão Д0, 


O) da página 442, então 


s, تفس‎ 40 yr 


OD dx. 


ende, «у <a, Definimos а rca 5 da superficie de revel, 
são como 5 


Pela forma de S, é armável esperar que o limite seja dado por 


LO TOT des f nf ETFI de 


A demonstração exige cálculo avançado e é omitida aqui. A 
definição seguinte resume nossa discussão, 


Se f éd é fo) del, mão a drea da sopa 
e e ção б уйле de f em torno do elo 
M pe 


sz fanis а 


ND 


Se f éncgalva para algum em fa, então podemos usar 
a seguinte extensão da Definição (6.19) para achar a área da 
superficie S: 


S- [rts fiU FP de 


(6:18) € i para lembrar а fórmula de $ ma Definição 
(6.19):Tal como na Figura 649, denotemos por (x, y) um ponto 
asbirrio so gráfico de f e, como no Teorema (617) 0), 
consideremos a diferencial do comprimento de arco 


түр de 


Em seguida, consideremos ds como altura inclinada de um tronco 
de cone de tio médio у = Да) (veja a Figura 6.49). Aplicando. 
(618), а ca deste trono de cone é dada por 


2af( ds = yds 


Figura 650 


Figura 651 


“Tal como em nosso trabalho mas seções 61 a 63, 


a plicat 
def! poteserconsiderada cono equivalente tomar um limite 
essas ras бе troncos de cone Ass, 


S- fi fo) ds = ролу 


EXEMPLO 4 


O gráfico de y = vE de (1, 1) a (4,2) gira em torno do elok, 
Determine а йа da superficie runt, 


soLução 


'A Figura 6.50 usta а superficie. Usando a Definição (6.19) ou 
v, temos 


Se, a duto presedente, prmeamo; os papéis dex y 
poderemos otter uma fómula análoga э (619) pa 

Em relação ay. Asin, sex 0) cie g sv c agan 
em [e enão a den S da superficie gerda pela revolução do 
mico de g em tomo docixoy (veja a Figura 6S1)é — 


s- A 
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EXERCÍCIOS 65 ^ 


Freres, 1-4: Estabeleça ила integral para calcular o 
comprinenlode arco do gráfico de A B integrando 
em reação a (a) x e (by. 


, 
(3,28) 
[ЕР УТ 
eten, 
4 é واوو کک‎ 
О-ва, AUD. DES) 
А : seke ASO BAD 
Tres NE, Ama, DA) 
Syete мал, шал» 
amo 


PEE R) 8 p 
tek Mp cap 


seres. 13-14: Eatabclaça wma itegral para echar o 
comprimento do arco do gráfico da equação 


жле. 
Damme дз MO) 
ra yu Мы юа) 


15 Ache о comprimento do arco de gráfico de 
PP уй „1, Qugesuo: Use а simetia em 


relacio à rea y ex) 


16 Ache o comprimento d» arco do gráfico de 


aes т) 
pe 
apa am 


Estres, 17-18: (a) Determine ste), onde s € uma. 
undo comprimento de arc» pan o páfico de f. 
(6) Se x menta de 1 a 1,1, dlernine As ed 


5 rov 


лась 1920: Use 
comprimento do a 
Di 


mg. 


a para aproximar o 
do gráfico da equação A de 


2 10.4 вола 


» 
муд. AY DAMA) 
Eres, 1122: Use diferenciais para aproximar o 


comprimento do mco do gífico da equação etre us 
postos com coordenadas ~3, a e B. 


узак a 

Ayuso =o, bno 

E көт. 23:26 Uen э regra de Simpson com n= 
puis aproximar o comprimento de arco do prifca da 

mnação de A а P. (Arredonde а resposta para duas 

Casas decimais 


Byes A2 A29) 


Mya ADU, 82,8) 
ЕРЕ AO, аллу 
мусак A00, BAD) 


8007 (0) Aproxime o comprimento do ако do fico 
de ш) = sena de (0,0) (л, 0, usando 


Ха, о 
onde 0, é o ponto (ik fs). 


ise né um inteiro positivo, cono 
3 40,0) se compara com o compi 
теме exato do жо? 


828 (a) Estabeleça uma integral para û comprimento 
de arco do Exec TT). 


б) Use тера do apézio com n 4 para pos 
amar a negra em (0). 


videi аз 


eres, 29-33: O бсо da equação, de A а 8 ga 
em loro do eixo, Determine а еа da superf 
pn 


за Аы neam 
my-A a, |a 
maybe amp nem 
E лз а 


Exeres 33:34 О gráfico da equação de А a В gira 
en tomo do eixos Determine a ез da superficie 
— 


DÑA LE 
мача AA 02,9) 
Exeres, 3536: Se о menor arco do círculo 
Ê + y= 25 entre os portos (-3, 4) e (3,4) gira em 
tomo do eino dado, determine a Área da superficie 
gerade. 


as Oey 


кегә. 3739: Ute uma para st 
дон uma fórmula para а иез de superficie do 
sólido indicado 


37 Un core circula reto de altura A ¢ raio da 
мшез. 


38 Um segnentoestéic де tura A em uma esfera 
denior. 


39 Uma era deor 


40 Mostre que a re di supedície de uma een de 
río entre dei plas paralelos depende apenas 
% ийде entre os planos. (Sugestão: Use o 
Exeríco 38) 


41 Se o grfico da Figura 649 gira em lomo do 


шоу, mostre que rea d superficie resume 
duda por 


ES 


42 Une o Exerc 41 para achar a rea da superficie 


erada pela evolução do gráfico de y = 3F de 
AU, 3) a б) en tono do слу, 


IIIIIIIISIITS??22222292924-------—— 
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бз ора de fa) =1 а? de (лу a (1,0) ca 4A (a) Esboço uma ir p bc acer 
do 


wide Qué o ponto (1, fd). 


6.6 TRABALHO. 


107. Aprotime а йез dasuperlicie бае gerada то Execício 43. 


+16) 


40,10), 


(0) Use a regra de Simpson con met para É 
aproximar a integral em (б). 


Dolnigáo (5.20) 


O comtcito de forga pode ser asociado ao ato de pur ou $ 


emponar um objeto. Por exemplo, é necessária ш 
parar ou empurrar uma mess no chio, para vant 
“o chio, para disteder ou comprimir uma mola ou para mover. 
uma partícula através de um campo eletromagnético. А 


Se um objeto pesa 10 quilos, então, por defiição, a fora 
necessária para levantó lo do chão, ou pata mantéo no chão, é 
10 quilos. Uma força deste tipo é uma força constante, pois sua 3 
падайшде são se altera enquanto ela € aplicada ao obje. 


O conceito de trabalho surge quando uma força маа анала. 
de uma distância A definição que segue abrange o caso mais 
simples, emque o objet se move so longo deu 

direção da força aplicada. 


Se wi orga constaic Ё atua sobre um objeto, 
гене ta 


Ed tm pm ig 
ird gg С 


A tabela que segue presenta as unidades de forga e trabalho 
no sistema inglés no sister internacional SI. Em unidades Sl, 
Newton é a força necessária para imprimir uma aceleração de 
pos 


Sistema | Vnidadede | Unidade de | Unidade de 
Тоқа distância | trabalho 
йв (libra) | pë (0 pei (fc) 
polegada (in) | polibr ба) 
Si [NewonQ) [mem(m | Nam бомо) 


niovér-se por uma distància d na direção da força, o trabalbi!| 7 


Um Nam (Netto metro) é também chamado joule (1) 
Pode-se mostrar que 


1N-0251b е 1 N-m= 074 ft-lb 
e, conseqientemente, 
1lb=4,4484N 1й--13514М-т 


Para simplicagio, nos exemplos e за maior parte dos 
exercicios quase sempre seio uilizada as unidades SI, о que 
poder lona necessário considerar uma constant gravitacional 
a (031 mb?) е usar a segunda lei de movimento de Newton, 
E та, para transformar uma massa т (em kg) em uma força 


F (em N). 


EXEMPLO 1 


Determinar o trabalho realizado ao empurrar um automóvel por 
uma distância de 6m ao longo de um estrada plana, exercendo 
a força de 400 N. 


SOLUÇÃO 

A Figura 652 ilustra o problema. Como а forga constante é 
FF = AN e а distância que o curro percorre é d= 6 m, decorre 
da Definição (620) que o trabalho realizado 6 


W- (400) (6) = 2400 joules. 


 Quaiquer pessoa que tenha empurrado um automóvel (ou 
qualquer outro objeio) sabe que а força aplicada reramente € 
constante. Assim, е о metor de um carro "more" e ele para, € 
necessário uma força malor рага movimemuio do que para 
mantê-loem movimento. А força pode variar tambémem função 
do atrio, pois parte da estrada pode ser bem pavimentada € lisa, 
e parte não, Uma força que não é constante é uma força variável. 
Estbelecemos а seguir um método para determinar о trabalho 
realizado por uma força variável ao deslocar um objeto segundo 
uma trajetória геїйез na mesma direção da força. 


Suponhamos que uma roga faça um objeto moverse ao 
longo do eixos de т = аа хер, e que a força em z seja dada 
ро (a, com f continua em [a,b (A expressio força em x 
Significa a forga que atua no ponto de coordenada x) Conforme 
Figura £53, começamos. por considerar uma partição de 
[C] 


exp x, osx nb con Area, 
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Definição (621) 


Se AW, é Incremento do trabalho — isto & a quantidade de 
ado de эу. 23, — então o trabalho W realizado 
bé asoma 


WAW, SAM, t AM = DAW, 


Fara aproximar AW, escolhemos um namero abinsio Z, em 
le art) é consideremos a forga te) em 2, Se a norma [P] € 
pequena, по sabemos que os valores funcionais variam muito 
Pouco em [s, x]: isto €, f € quise constante neste intervalo. 
Aplicando a Definição (6:20), obtemos. 


AM, fa Ar 


sor 
SLO 


Como esta aproximação deve melhoras à medida que 
[Р | — 0, definimos W como um limite de tais somas, o que 
nos conduz a uma integral definida. 


uni 
trata 


б 
9 


36 [€ continua еш [a,b então o 
ão longa do хох 


Definição análoga vale pará um intervalo no ei 
tituindo-sex por y em todo o contexto, 


A Definição (621) pode ser usada pam achar o traballio 
realizado зо disender ou comprimir uma nola, Para resolver 
problemas deste ipo, E necessário aplicar a seguinte li da fisies: 


Lei de Hooke: A forga f(x) secesstria para cistencer uma 
mola x unidades além de seu comprimento natural 6 dada por 
Jia) = ke, unde À é uma constante chamada constante da mola. 


sie 
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Somprimento 


ЕЕ 


Figura 655, 


EXEMPLO 2 


necessária ила forga de 40 N para distender uma mola de seu 
comprimento natural de 15 em para 20 cm. Calcular о trabalho 
realizado no stender а mola. 

@) de seu comprimento natural para 25 em. 


O) ûe 17,5 cm para 225 em. 


SOLUÇÃO 


0 arodezanos um xo x conferme Figura 654, com uma. 
extremidade da mola fix em ponto à esquerda da origem, 
e extende а ser puxada localizada na origem. De 
acordo com а ei de Hooke, a força f(x) necessária para 
“меш а mola з unidades além de seu comprinemo 
тима é fe) = ix, para сепа constante А. Como é neces- 
ária ur fona де 40 N para ditender а mola 5 cm alê: 
de seu comprimento natural, temos f(5) = 40, Fazendo 
х-зев Јај 


40-5 ou ke B 
Corseentessente, para esta тайа, a i de Hook tem a forma 
fome 


aplicando a Definição (621) com a = 0 eb = 10, podemos 
¿terminar o trabalho realizado ao istender a mola 10 en 


effect «rojos 


Ib) Aqui também utilizamos a força fle) = achada em (0) 
Pela Definição (621), o trabalho realizado ao distender 1 
mola de 2,5 cm para 7,5 em 


ЖООШ, 


Em algumas aplicações devemos determinar o rabati realizato 
no bombear um Guido de um tanque ou levantar um objeto, tl 
como шпа costo ou um cabo que se estende verticalmente 
entre dois pontos. А Figura 6.55 iastra um sito comam em. 
“gue vm sdlido se estende ao longo do sixo-y de y cay cil 
Queremos elevar verticalmente todas as particulas do sólido att 
о nivel do ponto О. Consideremos uma partição Р de |e, l) e 
imaginemos o sólido dividido em fatis por meio de planos 
perpendiculares 10 cixo-y em caca número y, da partição. De 
acordo com а figura, Ду, = у, -y,., eS representa a (мй, 
Introduzamos a votação 


A m ~~ 
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= distância (aproximada) percorrida por 5, 


AF,- força (aproximada) recessíria para levanta S, 


Definição (620), 


AM AF, t nz. 


||! 

Definimos trabalho W realizado para eva todo o só З l | 

тп йе de somas, ol 

Dotnição (622) ООКАТЫ SE " Fase es 
dnbie 


entre este tipo de problema e o da nossa discussio anterior. Para 
obter (6:21) consideramos incrementorde distância Ax, а orga” 
(2) que аша através de Ax, Na situação presente, consideramos 
incrementos de força AF, са distância 2, através da qual AF, 
atua. Os dois próximos exemplos ilustram esta спіса, Tal como 

“seção precedente, representaremos por dy um incremento 
típico Ay, e por y um número em [el 


EXEMPLO 3 
Um cabo wiforme de 10 m de compimenro c pesando 25 kg. 
pende verticalmente de um sistema de polia no cimo de um 
edifício. Uma viga de aço de 225 kg està presa à extremidade 


inferior do cabo. Calcular o trabalho realizado ао levar a viga 
чё o cimo do оао, 


soLUçÃo 


Denotemos por W, o trabalho para elevar а viga e por W O 


“abalo para elevar e cabo, Cono а viga psa 225 kg e deve 
percorrer uma distância de 10 m, temos, pela definição (6.20) 


W, = (225): (10) = 2250 joules (Nm) — 


Figura 658 


O trabalho necessário pora elevar o cabo pode ser achado pelo 
método usado para obter (6.22). Consideremos um eixo-y com. 
à extremidade do cabe па origem e a extremidade 
superior em у = 10, conforme + Figura 657. Denotemos por 
Чу um incremento no comprimento de cabo. Como cada metro 
peso do incremento dy (e, portanto, 
o) é 25 dy, Denotando por y a 
distância de O em um ponto no incremento, temos: 


incremento da força: 25dy 


distincia percorrida: 10- y (m) 
incremento do trabalho: (10 — y) (2,5) dy 


A aplicação de f comesponde a obier um limite de 
somas de incrementos de trabalho. Logo, 


wf 0-09 - [56- f eyd 
125 joules (N-n) 
O talo юш realizado € 


Wo W, + W, 2250 4 125 = 2.375 joules (Nom) 


EXEMPLO 4 


Um tanque em {опта de cone circular reto de 6 m de alture 1,5 
m de raio de base tem єй vertical t vértice no solo. Se o tanque 
está cheio de água, cuja densidade é 1.000 kg/m? determine o 
trabalho realizado ao bombear loda а água pela borida do tanque. 


sotução 


Começamos por introduzir um sistema de coordenadas conforme 
a Figura 6.58. O cone intercepta o plano xy segundo a rea pela 
origem do corficiente angular 4, caja equação é 


Imaginemos a água dividida em fatis, ou discos, por planos 
perpendiculares a0 eixo-y, de у =0 а у= 6, representando por 
dya largura de um disco pico, seuvolune pode ser aproximado 
pelo disco circula exibido па Figara 658, Tal como m seção 
62 pari volumes de revolução, temos: 


volume do disco = ходу нау 


Como s água pesa 1.000 Kg”, a força necessária para elevar 
disco 100 x, уйу. Temo pois, 


incremento da forças 10б y) dy 


ncia percorrida: 6-y 
incremento do trabalho: (6 = y) «1.000 xy ly 
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лаком оона eos 


W- 6-0) 001, узу = вея 167 ya 


x (168) «2,2008 - m 


O próximo exemplo é outra ilustração de como o trabalho 
тоф ser alcullo por meio de m limite de somas — isto é por 
uma integral definida. 


EXEMPLO 5 


Um gás confinado tem pressão р (em Nr) e volume (em m?) 
Se o gås se expande de v= a para у - by mostre que э trabalho 
(em joules) é dado рог 


„фе 


soLução 


“Como о trabalho independe da forma do recipiente, podemos. 
admitir ¢ gás confiado a um cilindro circular teto de rio r, e 
que a eapansio se processe contra а cabeça de um pisto, 
conforme ilustrado na Figura 659. Seja dva variação de volume 
correspondente а шпа variação de metros па posição da cabeça 
do pistão. Assim, 


de 


n 


V da cabeça do patio 
Figara 639. ` 


Denotando por p a pressão em un ponto пе incemento de 
volume exibido na Figura 65, идо а ora conta cabeça do 
pistão € o produto de P pela área x rd cabeça do райо. Temos, 
pols, parao incremento indicado; 
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força contra a 
cabeça do pistio: рл?) 
distância percorrida pela 
cabeça do pistio: А 
incremento de vabal 


(one) h= (pm) 3 de= Pdo 


Aplicando f^ ao incremento de trabalho, obtemos o trabalho 


para quando o gás se expande de v~a a v= bi 


Exercicios 66 


же 


1 Umgorila de 18) kg de pesosobe em uma árvore 
de 5 m de atua Determine o ишо aliado 


se dle chega no topo da árvore em. 
(a) 10 segundos (5 segundos 


2 Ache o tnibalhorealizndo solevamar um saco de 
мей de 36 kg a uma altura de 1,0 m. 


3 Uma mola de 25 cr de comprimento natal 
sol шта distensão de ЗД em sb um peso de 
35 N. Ache o авай realizado o disender a 


төм. 
(a) de seu comprimento natural para 355 cm. 
(b)de 28 cm para 33 em 


4 Exige-se uma оқа de 11.5 kg para comprimir 
duma mola, сја comprimento mitral 624.5 cn, 
para 23 ап. Ache o trbilloretizado a0 com- 
prinir а mola para 21 cm. 


& Se uma mola tem 30 em de comprimento, còm- 
рше o trabalho Wo, realizado so dstendé a de 
30 para 32,5 em, com o mba Wa, realizado 
ааваа para 35 em. 


6 Ê посен um talha de 0,113 joules para 
disender uma mola de 15 cm para 17,5 em, eom. 
trabalho de 0/26 joe para dicendi de 17,5 
para 20 cm. Ache a consante da mola е seu 
comprimento. 


T Um elevador que pesa 1368 kg pende de um 
‘cabo de 3,65 ra que pesa 21 kg por meso var 
Aproxime о abillo necessário para fazer o 
elevador subir 2,73 т. 


3 Um operário de construção lenta um motor de 
23 kg do chio мё o cimo de um cilicio de 18 
та de altura, usando Uma cordi que pesa 0138 
N- m. Ache o tratalo valizno 


9 Um baide de ás € кайа vertiealmente à razio 
constante de 45 cm/s por meio de uma corda de 
yeso desprezível. À medida que о balde sb, a 
gua уша à razão de 100 р. Se o balde cheio 
de água pesa 11 kg no momento em que começa 
a ser igado, determine o ballo necessária para 
ilo x uma altura de 35 m. 


10 No Exercicio 9, determino trabalho realizado ao 
kot o balde ué que teta vazado metade da gis. 


1I Vim ario base retangular de 0,5m de bp 
+ 1,2 m de comprimento, e Laos reamgules de 
29 m de altura. Se о aqui está cheio de Gg 
pesando 1000 kgr detemine trabalho realizado 
o bombear daa gia peda pare de сата dobude. 


12 Genenlize o Exemplo 4 desta seção para » caso 
de um tanque cônico de altura е ao da base а 
metros, cheio de água pesando 1000 kpn. 

13 Um tanque cilindrico vertical de 1 m de ао 
é 2 m de айша está chelo de Agua. Ache 0 
trabalho necessário para bombear toda э ua 
(a) pela parte superior do tanque, 


б) através de um tubo que se leva à 1,20 m 
acima da parte superior do tanqe 


14 Faça o exercfeio 13 o caso de o tanque estar 
Cheio apenas pela metae 


‚ 
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15 As extremidades de um cocho de águ de 2,5 m 
de comprimento são rangle clero de 

| бв m de lado. Se o cocho está cheio de água, 

Ц "Эн obrbalhoreslizado no bombar od 

| pela pate superior do cecho. 


16 Uma cisterna tem fora de um hemisfério de 
5 m de raio. Se a estemaestá cheia de águ, ache 
o trabalho recesiri para bombear toda a água 

M чё um ponto 4 m acima do topo da cisterna. 


17 Conforme Exerekio 5 desta Seção. O volume e 
a preso de cero gis variam de acordo com а 

| lei pv? 115, onde as unidades sio polegadas 
libras Ache o abalo realizado quando o gis 
ж expande de 32 po para 40 pol”. 


18 Conforme Exemplo 5, O volume e a preso de 
ma quantllade de var cosfiude estã rc 
clonados рда fórmula pe с, onde e é uma 

, Constante, Se а pressão e o volume inicias são 
Det Vo respectivamente, estabeleça uma fórmula 
para olabalo realizado quando o gis se expande 
para o dobro do seu volume. 


19 A kei de gravitação de Кемто afim que a fora 
de straga етпе dune ate de mas € 
та ё dada por F = туты, onde G é um 

au avitaiona «x é э distocia entre as 
clas. Sê consideramos a mass my é tera 
concentrada da con erum foge de sas 
mp eé па super (distância de 41000 milhas 

lo centr), estabeleça uma mua gend para a 

"bubo realizado an deparar o foguete vertical- 

mente alê шта slide k (veja n Figura) 


aeres 21- 


20 No estado da eletricidade, usa-se а Sórmuh 58 
E = ду? (on 1 € una constante) para achar a 
força (em Nevis) com que uma carga positi 1 
O com faga de q unidades терек uma caga £4 
postiva unitária localizada а r metros de Q. 
Detumine o trabalho valido. өз mover uma 
cata unia e um onto situado а d nto 
dra de O para em poeta dl em de 0. 


ronha qu a tabela abuso tenha 
sido ойда experinentalnenle para uma fora fla) 
atuando em tm posto de coordenada em vma rea 
coordenada, Use а tea do trapézio para aprovar 


30 зз ар аз sp 
ss 


OTNCTNES 


ЕА ај 


23 A tonga (em Newton) com que dis estro s 
терет € invesameste proporcional ao quadra- 4 
da sda (em meto) enue cles. 


(a) Se um lén é mantida бөлө ponto (5,0) 
ache o tallo rado o mover um se 2 
xundoeléon ao longo do eixo da origem À 
do ponio (3,0) 

(0 Se doin ont são mando faon nod 

O) espesiment, be 

realizado so more we teen 7 

“дю dn origen té 0,0) 


24 Se а unção (оа 6 cortante, mostre que À 
Definição (6.21) se seduz à Definição (620) 
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6:7 MOMENTOS E CENTROS DE MASSA 


Nesta seção abordaremos alguns tópicos que envolvem a massa 
de um objeto. Os termos massa e peso por vezes se confundem 
dum com o outro. O peso é determindo pela força da gravidade 


Por exemplo, o peso de um objeto na Lua é aproximada. 
mente um sexto de seu peso na Tera, porque a força da gravidade 
lá 6 menor. Masa massa £a тезтез. Newton usou o terma masso 
como sinônimo de quantidede de matéria e relacionou-o cor a 
força através de sua segunda lei do movimento, F = та, onde 
F denota a força que atua sobre um objeto de massa m que tem. 
aceleração a. No sistema inglês, costumamos aproximar a por 
32 fil e usar o slug como unidade de massa. Em unidades SI, 
ala, e o quilograma é а unidade de massa. Podese 
mostar que 


1 slug =14,6kg c 18047 slug 


Nas aplicações, costuma-se admitir que a massa de um 
objeto está concentrada em um ponta; reerimo nos então ao 
objeto como massa-ponto, ou massa pontual, independentemen- 
te de seu tamnho, Por exemplo, tomando а Tera como 
referência, podemos considerar um ser humano, um automóvel 
оп um edificio ama massa ponta 


Em experimentos de física elementar consideramos duas 
massas pontuais m, е т, presas às extremidades de uma vara, 
conforme Figura 6.60, e procuramos determinar o posto Р em 
que deve ser colocado um fulcro de modo que a vara fique em 
equilibrio (Estasituação éanáloga ao equilíbrio de umagangorra. 
com uma pessoa sentada em cada extremidade.) Se as distâncias 
de m,e m,a P são d, ed, respectivamente, pode-se mosirar 
experimentalmente que P o ponto de equilibrio se 


ЕЛ 
Para generalizar este conceito, introduzamos um eixo-r 
conforme ilustrado na Figura 651, cum туст, localizados em 
pontos com coordenadas s, ex, Se а coordenada do ponto de 
equilibrio é x, então, pela Fórmula m d, = т, d 


mox) 


mix) 
Een Ee ma tm, 
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Definição (6.23) 


Esta é uma fórinua para delérminar o ponte de equilibrio I 


Se uma masta m está localizada em um ponto do ixo eom. 
coordenada х, então o produto мк é chamado momento M, da 
massa em relação à origem. Pela nossa fórmula de T, vemos 
que, para determinar a coordenada do ponto de equilibrio, 
devemos dividit a sama dos momentos em relação à origem 
pela massa total. O ponto com coordenada ¥ € chamado centro, 
de massa (ou centro de gravidade) das duas massas pontuais. 
A próxima definição estende a presente discussão a várias 
massas pontuais localizadas em um eixo, conforme se vê na 
Figura 662. 


Seja Sum sistema de masas pontuais mm... on, 
Malizidos em xy, Lx, de uma seta coordenada, e 


Senotenos permi Ут ашаа total — 


оа TEDE 
otra 


О ponto de cocrdenada F ёо porto deequillrio do sisiema 
‘S, no mesmo sentido de nossa dustragio dh gangorra. 


EXEMPLO 1 


és massas pontis de 40, 60 c 100 quilogramas estão 
localizadas em -2, 3 e 7, respectivamente, бте um йөз. 
Determinar o centro de massa. 


soLução 


Derotando as três massas por m, m, e My, temos a sitação 
ilustrada na Figura 663, com x, = -2, x =3 e x = 7. Aplicando 
a Definição (623) veros a coordenada X do centro de massa: 


s. 0-2) 60(3) +107) „800 д 
40+60+100 720 


Consideremos em seguido uma mass pontual m localizada 
em P(x, Y) em am plano ceorderado(ver Figura 6.64). Definimos 
ds momentos M, e M, de m em relação aos cbos coordenados 


como segue: 


momento em relação aoeixox: M, 


momento em relação ao соу: М, = mx 


naday de P e para determinar M, mullplicamos т pela coorde- 
nadas, Para determinar M, eM, para um sistema de massas 
pontuns,sommamos os momentas individuais, conforme (i) e Gi) 
da próxima definição. 


HS 
pc 


Tor (iî) desta definição, 
^M, e mij =M, 


Como i е mi sho os momentos em relação ao eixo-y e no 


“лоч, respectivamente, de uma massa pontual m localizada em 
{3,3 podemos interpretar o cetro de massa como o ponto «m. 
que a massa total deve concentrar-se para obter о momentos 


„еМ, de $. 


Podemos imaginar us я massas pontuais de (6:24) y 
ко centro do massa P por varas imponderáveis, tal como un 
de uma roda se prendem ao cento da mesma. O stami 
entera em equilibrio se apoiado por uma conta presa n 
conforme Figon 6.65. A aparência seria semellunte à de um 

ie” com todos e seus нони! 
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c» 


Cpo 
EXEMPLO 2 
Mantas pontuais de 4, 8, 3 e 2 quilogramas estão situadas em 


(2,3) (2.-6),(7,-3) е (5,1), respectivamente, Determinar 
MM, e о centro de massa do sistem. 


pamos а posição de (53), Allo a Deng (624 
emos 


8, = (0 (3)* (8) (-6) + (3) (3) + 2) (1) = 43 


(DBB (3) (7) + (2(5) +39 


Como m= 4+843+2 =17 


м, 


PEA 
ra e y 


Assim, o centro de massa é (2, 
A с: 


Май adiante consideraremos objetos sólidos homogêneos, 
no sentido de que a massa está distribuida uniformemente por 
todo о sólido. Em fisica, а densidade p (rho) de um sóido 
homogêneo de massa т ¢ volume V é definida como p = m/V. 
Assim, densidade é igual à massa por unidade de volume. A 
unidade SI para densidade é kg/m; todavia, чал-ве também 
sien? A unidade inglesa de densidade € ТЫТ? ou fin" 


Nesta seção restringiremos nossa discussão а lâminas 
homogéncas (placas finas, planas) que têm densidade de área. 


(massa por unidade de área) p. À densidade de área é metido 


em km If ele, Se а rea de uma face da lámina É A e 
densidade de fea é p, então a massa m é dada por m = pA. 
Queremos definir о centro de massa p de tal modo que, s# a | 
pon afiada de um lipis fasse colocada em P, conforme Figura 
6.67, а limina se equilibraria em posição horizontal. Tal como 
em (ide figura, admitirenos que o centro de massa de uma 
limina reangular é o pont» C em que as dingonais se intereep. 


tam, Chamamos Со centro do retângulo. Assim, para problemas 
aueenvolvem massa, admíimos que uma limina retangular seja 1 
uma massa pontual localizada no centro do retângulo. Esta 
hipdlese éa chave de nossa defiição de centro de massa de uma 
lamina, 
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Consideremos uma lámina de densidade de área р é forma. 
da regio, da Figura 658. Como jf temos ampla experiência 
na utilização de limites de somas de Riemann para definições 
nas Seções 61 a 6.6, passemos diretamente ao método de 
representara largura do retângulo na figura por dx (em lugar de 
А5), obtendo 


Figura 668 
Como a densidade de área da lámina € p, podemos escrever 
massa da limina retangular p (Д) б) de 


Se, como em seções anteriores, considerarmos f° como um 


operador que toma lies de somas, chegarer 
definição de massa т da mira: 


а seguinte 


теј pla) todo 


Admitiremos em seguida que x lámina retangular da Figure 
6.68 seja uma massa pontual focalizada no centro C do retângulo. 
Como, pela fórmula do ponto médio (1.5), а distância 
анача C ê} JÛ) + 600), obtemos o seguinte resultado р: 
Jimi retangular 


momento em relação ao eixo: }[}(х) + g(x)] PLÍ() - ха 
Analogamente, camo adiac d cio aC Ex, 
momento em relação ao eixo-y: х. p[f(x) = g(x)Jdr 
Considerando Кайе de somas mediante a aplicação de f, so- 


mos conduzidos à seguinte definição. 


Eneas centena 


“elo R; rî Figura 668. 


Definição análoga pode ser dada эв Z tem a forma de uma 
região R, e as incprações sio feias em relação a y. Podemos 
tambén obter fórnulas pura momentos em reação 4 outras retas 
que nio os eixosx ou у; todavia, é aconselhável memoriz 
боеп para determinação de momentos — multiplicação de 
massa por uma distância а um eixo — em vez de memorizar 
fórmulas que abranja todos оз casos possíveis, 


EXEMPLO 3 


Uma lins de densidade de бта p tem s forma da região 
delimitada pelos gráficos de y = ¥ + 1 x = бух = Le x =0, De- 


termine o centro de maea. 


Var nay Comi se уй a in 


Cop Аренада gral definida. 


soLução 


A Figura 669 espoga a egito c um retngulo típico de а. 

a distância do eixo-x ao 
centro C do reiagulo € $y, e a distância do cio a C EA, 
Logo, para а lámina retangular, temos: 


massas py k= pê 7 
momento em laço ao cone $y py dem! ple Ide 


momento em lação ao озу: х. py de pele + 1) de 


Usando again de sonas dessas express pela aplicação 
do operador f’, obtenos: 


aie 
M fiot tien rat e 


нчы» 


Mete enden f tede 


seje 


Para achar o centro de massa (3,5), utilizamos (iî) da Definição 


(625. 


ERA 


Quando determinamos (3, 5) no Exemplo 3, a com 
p foi cancelada no numerador e no denominador. Мо ocorre 
Sempre que se trata de uma lâmina bomopnea. Logo, n centro 
de massa é independente da densidad de área р; isto €, 1 Y 

da lâmina. Por esta razão, teferimo- 
mus às vezes ao ponto (3, J) como o centro de n 
região do plano, ou come a centróide da região. Vos 
fórmulas para momentos de centróides fazendo р = 1e. m 
(rea de região) em nose» estudo prévio 


EZ£ZEZEZISZSS20S002222922294249222^2-2————- 
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EXEMPLO 4 


Ache o centóide da região delimita 
76-9 е у-3-2%. 


pelos gráficos de 


soLução 


A região £a mesma considerada no Exemplo 2 da Seção 6.1 e 
está recsboçada па Figura 6,70. Para achar os momentos c o 
centróide consideramos p = 1 e m = А. Referindo-nos ao ейп 
o pico com centro C exibido ma Figura 6.70, obtemos 


апа do 
retângulo: (6-1) (3 - 20] dr 

distância do 

«йө а E 


momento em 
relação ao юч: 1(6- 29) (5- 20]. (6-9) - G - 2)] de 
distancia do 
cixoya C: x 
momento em 
relação so dito: в 2) - (3-20) de 


Em seguida, tomamos o limite de somas а 


operador f 


16-8) 4 0 - 29) (6-0) - (3 -29] de 


A ero ma 


T 


ЕТТИ 


=] eoa 


Com A=¥ e (ii) da Definição (625), deteminamos o cen- 


ббс 
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Poderiamos ter achado о centróide utilizando a Definição 
(625) com Ha) =6-xi glx) = 3-2. e-1, е b-3, ms 
isto estara apenas ensinando a substituir, е não a pensar 


Se uma limina homogênea tem a forma de uma rcgio que 
admite um eixo de simetria, епо о centro de massa deve estar 
sobe esse eixo, Valemo-nos disto no próximo exemplo, 


EXEMPLO 5 


Ache ө centróide da região semicircular delimitada pelo eixo-x 
cogito des - V ai con ast 


soLução 


A Figura 671 йш а região, Por simetria, o centoide está 
sto é F = 0. Logo, basta determinar y. Conside- 
ingilo na figun e p= 1, temos: 


momento em reação ao eito- jy- уйк = | yêd = 


Asim, оше €o pon (0 3 


Concluiremos esta seção enunciando um teorema útil sobre 
sólidos de revolução. Para usar um caso especial do teorema, 
consideremos uma região R do tipo К, exibido na Figura G68. 
Comp = 1e mı =A (айка de R), oblemos o momento de Rem 
relacio ao eixos 


0) - gto) de 
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E 
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Teorema de Pappus (5.26) 


Figura 672 


Se fizermos R revolver em tomo do eixo: utilizando cases 
cilíndricas, obtemos o volume V do sólido resultante: 


vof 2x UG) -sede 


Comparando estas duis equações, vemos que 


7 


Como 3 é а disáncia do centróide de R ao elxoy, а última 
Топта afirma que o volume V do sólido de revelução pode ser 
determinado multiplicandose a área A de R pela distância 
243 que o centróide percorre quando К faz uma revolução em 
tomodo eixo-y. Afirmação análoga vale se R faz uma revolução. 
em toro do ейке-х. No Capítulo 17 demonstraremos o seguinte 
teorema mais conhecido, devido ao matemático Pappus de 
Alexandria (C. 300 AD), 


gxencicios 67 


Feres. 


A tabela relaciona massas pontuais (em 7 
дадори) e suat coordenadas (em merma) sobre 
um cio, Determine т, Mo € ceno de massa 


15 Ache acende da região no primeiro quadrante 
limina elo circulo x 4 у! ө ot eixos 
coordenados. 


16 Seja Fa região do primeiro quadrante delimitada 
pela parábola у = er, com e >0, o eixosre a reta 
Verl pelo pont (a, 8) da parábola, conforme 


igra a seguir, Ache o cele de R. 


xeres.3-: A tabela relaciona masas pontuais (em 


Y 
ja 


quilogramas) c suas localizações (em metros) em um 
lano xy. Determine m, s, Mp, е o cento de massa 

17 Uma regio tem a forma de um quadrado de lido 

3 [шша 15 2a encimado por um semictlo, Ache осе 

e (Su o Exemplo 5 ео fato de que 

Weeds [un cuo сасе] Dn da mgao En soma donmomcaer do 
quadrado edo semicrclo) 

vir TT]. Sejam os pontos P,O,RS das coonenadas 


B| * teto Cn) (б) е (5.0) respectiamen 


BER 2 e0. 


com 0 ca cj. Ache о cenndide da regio dei 


ie R pela distância qe pelo centráide de R. 


EXEMPLO 6 


A região delimitada por um círculo de айо a revolve em torno 
de uma reta situada no plano do círculo, a qual está a distância 
b do círculo, com b > а (veja Figura 6.72). Ache o volume do 
sólido resultante, (A superfície deste sólido em forma de um 
pneu é chamada tora) 


soiução 


A regido delimitada pelo círculo tem área гш? e a distincia 
percorrida pelo centrólde € 2xb. Logo, pelo teorema de Pappus, 


V (л) (па?) = ab. 


rite 
sy 
me 
1 yas- 
в 2039-6 


E 
їїу=ї-® 
Bye, 
Da 


MA, 


Exerc, 5-14: Босе a região delimiada pelos 
ricos das equações e determine m, May Му € O 


y-0 
y-o, 
E 
E 
y 
ye 


РЕ 


Н 
sy? 


m 


mida pelos gráficos de yV, 


yea! A, cs segmentos PO eRS, (Sugestão. 
Useo Exemplos) 


ээ rove que o сениде de um ângulo coincide 
com a interseção das mediams, (Sugestão 
Tome өз véricos mea postos (0,0), (a,b) © 
1.9 (0,9, coma be c pasivos) 


20 Una rega tem a forma de um quadrado de lado 
а encimado por um bingo ейин de lado, 

E] a. Ache o cente da regio. Gugendo Veja 
o Exerckio 10 e а sugestão dada para o 
Exercicio 11) 


seres 2026 


le о teorema de Pappus, 


20 Seja к a regio retogular com vertes (1,2), 
(2,1, (5,4), e(4, 5). Ache o volume do sólido 
edo pda rotação de Rem voro do cay 


a Soja R a regio triangular de vértices (1,1), 
(2,2) e (31) Ache o volume do sólido gendo 
pel revolução de R em tomo do eixo 


dM Ао cem Gromenia Анаан Cap. 6 
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AN Ace conde da regio no pn quadrans (0) Estaeleça uma intel para aproximar 
delimitado pelo grificode = Va? =? eixos da limina. 


poena б) Use a reg de Simpson com n=4 pam 


24 Ache o cemtróide da região triangular de vértices =, moriens s integral еп (a) 
ANO, o), AA a) e MO pramimeros positivos = (pj Usea regra de Simpaencoma = 4 par aproximar 
n ө ные da терй delimitada pelos gráficos 
А Una mina de densidade de área p tem a forma oye Oye nid Moo Lord, 
si» região delimitada pelos gráficos de 
Jt) - Vicora] e gm. Grate f e g nos 


mena eixos coordenados, 


6.8 OUTRAS APLICAÇÕES 


É evidente, do que vimos neste capítulo, que sc uma quantidade 


E candidata à representação por uma. 
cia principal € que, quando o número de termos aumenta, 

tenda para um limite. Nesta seção abordaremos várias o 

da integral definida, Comecemos com a força exercida por um 
líquido sobre um objeto submerso. 


Na fisica, a pressão р a uma prof 
“se define como o peso do fluido contido em uma colunade altura 
h e área бе seção transversa igual a uma umidade quadrada A 
pressão também pode ser considerada como а (оқа por unidade ` 
de fre exerci pelo lida Se um fluido tem densidade p, rt 

a pressão p para a profundidade A é dada por 


p-ph 
Segue-se uma dustracio para а Água com. 
ТИ 
ILUSTRAÇÃO 


Demidade p б/п?) Profundidade A (m) Pressão ре pA (ko) | 
à 1000 2 20 
a 1000 4 40 
. 1000 5 m 


O principio de Pascal ки isa аб que a pressão ara a ABRÍ Definição (5.27) 


profundidade A em um fluido é a mesma em todas аз direções. 
Assim, se uma placa plam é submersa em um fluido, a preso, 
em um lado da placa que está a A unidades abaixo d superfície. J 
é ph, quer a placa esteja submersa vetielment, quer horzo 
talmente ou obliquamente (veja а Figura 6 13, onde a pressão 
nos pontos A, B eC é pi). 


Se um tanque retangular, como um aquário, esté cheio de 
dia (veja a Figura 674), a fore tol exercida pela ла sobre 
a base pode ser calculada como segue: 
força па base = (pressão m base)  (iea da base) 
Para o tanque da Figara 674, tomamos 
pe 1000 kg? e hm 2m 
obtendo força na base — (2000 kg/a?)- (12n?) = 24000. 


Isto corresponde а 12 colenas de água, cada uma cos área da 
seção transversa de 1 m? e cada uma pesando 2000 Kg. 


É miis complicado achar a {оца exercida sobre um dos 
lados do aquário, porque a pressão não é constante aí, mas 
mumenta com a profundidade. Em vez de abordar este problema. 
particular, consideremos a seguinte situação mais реги. 


Suponhamos uma placa submersa em um fluido de densi 
dade p tal que a face da placa seja peipendicularà superficie do 
fluo. Inroduzamos um sistema de coordenados conforme a 
Figura 6:15, orde а largura da placa se estende pelo intervalo 
|с. no eixo-y. Suponhumos que, para cada y em |е, à 
profindidade correspondente do Aida seja Му) ¢ о comprimen- 
lo da placa seja L(y), tendo h eL como funções contínuas, 


Empregaremosa técnica padrão que consists em considerar 
um retângulo horizontal típico de largura dy e comprimento 
Ц) conforme ilustrado m Figura 675. Se dy é pequeno, estão 
з pressão em um ponto qualquer do retângulo € aproxima 
mente ph). Assim, а força sobre um lado do retângulo pode 
ser aproximada por 


força sobre о retângulo = (pressão) - (área do retângulo) 


fonga sobre o retângulo = ph) -L0) dr. 
Tomando o limite das somas dessas forças mediante aplicação 


do operador f somos levados à seguinte definição, 


A оқа F exercida pôr um Muido de densidade constante 
ee ма ado б uma ro submersa do tipo tado na 
Figura 6756-0 


Faf PROL dy 
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Se шта região mais complexa é dividida em subregióss 
do tipo ilustrado na Figura 675, aplicamos a Definição (6.27) a 

ão e somados as forças resultantes. D sistema de 
“condenadas pode ser introduzido de várias maneiras: No Exen- 
plo 2 escolhemos о ейо-к ao longo da superfície do lí 
direção positiva de eho-y para baixo. 


EXEMPLO 1 


As extremidades de uma cocho de água de 240 m de comprimento 
“Em aforma de trpérics бабае com 1,20 mde bue menor, 1,80 
т de base maior e 1,20 m de altura. Ache a força total sebre uma 
das exremilades quando o cocho está cheio de Sgun, 


soLução 
A Figura £76 бта uma extremidade do cocho supeposs a 


um sistema de coordenadas retangulares. A equação do rea por 
(0,60; 0) е (0,90; 1,20) é y=4r-24, ou equivalente, 


Y 
к-дө +з). 


Referindo-nos à Figura 6.76, para um retângulo de altura 
dy, temos: 


comprimento: 2x} (y+ 24) 
kes: 1012: dy 
profundidade: 120-5 
pressão: 100 (120-5) 
fora: 100 (120) =p) $ (y + 234) dy 


Usando límites de somas com a aplicação do operador 


F- [50212-9082 im [ (ess -12y- y) 


500 [288 y - 06y? - "PT = 1008 kg. 
No exemplo precedente, o comprimento do cocho foi 


irrelevante ао considerarmos a fora sobre uma extremidade. O 
mesmo se diga para o tanque de óleo do próximo exemplo. 
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geni 


EXEMPLO 2 


Um tanque para armazenagem de leo de 2 m de diâmetro e de 
3,5 m de comprimento jaz horizontalmente em um plano, Se o 
tanque está com leo at а metade, є se о Óleo pesa 800 Кау, 
estabeleça uma integral para а força exercida pelo óleo sobre 
uma extremidade do tanque. 


SOLUÇÃO 


Intvoduzaos um sistema coordenado ta? que а extremidade do 
тше ер um ca de 1 de raio com centro na origem: A 
equação do cireulo 60 + y = 1. Escolhendo a direção positiva 
Ж elo para baixo, no, pelo retângulo horizontal da Fi 
67 emos o seg 


comprimento: 202 IY 
irea: VI dy 
profundidade: y 
presio: 8007 
torga: 800y-2VT=7 dy 


Usando um limite de somas mediante aplicação, obtemos 
F 160071 -ydy 
Caculando a integra, obtemos 


F 53533 8 


PA cc Pm 


As integris definidas pedem ser aplicadas a métodos de 
isttopos radioativos utilizados em testes fisiológicos. Um exen 
plo envolve а medida do desempenho cardíaco — iso é, а taxa 
a qual o sangue Mai através d sor, A Figura 6:78 esboça um 
método simples de experimento deste tipo, em que um liquido 
(оз gés) fui para um tanque em A e sal em A, а uma taxa 
constante de fluxo F (em LA). Saponlamos que no instante 
10, Q, grans de isótopo sejam introduzidos no tanque em 
А е que um mecanismo agite contimamente a solução. А 
“Concentração e) (em gL) de isotepo no instante t £ controla» 
em B. Assim, a quantidade deisótopo que passa em no instante 
tê dada por 


(inca de luxo), (concentração) = Ft) YA 


'£££222222222222222222222222222222 


copo 


Fórmula da concentração 
бе їшко (628) 


ПА 


Se а quantidade” de isótopo na tanque no instante £ é 
QU. Q sendo uma fio diferencifvel, em 
Q'() € dada por 


atmen de variação “1 


 ()--F-et) 
(о sinal negativo indica que О está decrescendo). 


Se 14 о intao cu que todo o Edo aña de tane, 
ento ОЛ - e, elo emma fundamental do lolo, 
[204.00] -от-09 К 
-0-0,--0, 


Podemos também escrever 


Доба fi rear fra 


Jguslando as duas formas da integral, temos a fórmula 


[s 


Em geral não se conhece uma forma explícita de eff); tem-se 
apenas uma tabela de valores funcionais, Uilizando a integração 
numérica, podemos obter uma aproximação da taxa Р de Пико +; 
(reja оз Exercicios 11 e 12). 

Consideremos em segui 
Se um líquido flui através de um tubo cilîncrico e se а velocidade 
é ¡ona constante v, então o volame de líquido que paesa por от Sd 
porto fo por unidade de tempo é dado por yA, onde A é a са $ 
de seção transversa do tubo (veja а Figura 679). 


necessário uma fórmula mais complica 
se processa em camadas conforme ilustrado na F 


seguir. Na camada mais próxima da parede ds artéria, o sangue 18 
tende a se fiar na parede, e sua velocidade então pode ser. 
considerada zero, A velocidade amena à medi 

camadas se aproximam do centro de artéria. 


Раа Nns de cálculo podemos considerar о Пико sanguíneo 
consistindo em finas cascas cilindricas que deslisam umas sobre 
as outras, con а camada exterior fixa € a velocidade de cada, 2 
camada aumentando à medida que diminui o raio respectivo (veja, 
a Figura 680), Se a velocidade em cada camada é considerada 


Cop 6 Aplicações de integral doida 461 


constante, entio, pela teria dos liquidos em movimento, a 
velocidade vr) cı uma camada de raio médio r € 


1ёо comprimento 
da эпё (em centímetros), P é a diferença de pressio catre as 
duas extremidades da artéria (em dicm e v é а viscosidade 
do sangué (era dinem?) Noto que а fórmula dá velopidade 
zero se т = R, e velocidade máxima PR'/4v) à medida que r 
tendo а zero, Se o raio da K camada É r, са espessura da 
camada € Ar, então, por (6:10), o volume do sangue nessa 
camada é 


ж, 
ap) e C-ri As 


Se há п camadas, então o fluxo total na artéria por unidade de 
tempo pode ser aproximado por 


Pasa estimar o fluxo total 
tempo), consideramos o li 
ineinidamen 


(volume de sangue por unidade de 
dessas somas quando n cresce 
blo conduz à seguinte isteprl definida: 


Esta fórmula de F não é exata, porque a espessura dis camadas 
não pode ser tomada arbitrariamente pequena, O limite inferior 
É a largura de uma célula vermelha do sangue, ou seja, aproxi 
damente 2x 10 cm. Podemos admitir, ndo obstante, que esta 
таша dé uma estimativa rezoável, É interessante notar que 
uma pequena variação no rao de uma artéria produz ema grande. 
variação no fluxo, pois F é diretamente proporcional à quarta 
potência de A. Una pequena variação na diferença de pressão 
lem efeito menor, pos Р está na primers potência 


PETRI 
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Em muitos tipos de emprego, um funcionário deve desem- 
penha a mesma tarefa repetidas vezes. Por exemplo, um operário 
de uma fábrica de biciletss deve montar novas bicicletas. 
Conforme ele monta um número cada vez maior de bicicletas, 
é de se esperar que o tempo de cala montagem vá diminuindo. 
“é atingir um tempo mínimo. Outro exemplo desse processo de 
aprendizagem mediante repetição é o de um processador de 
dados que deve inserir, om um computar, informações contidas 
em formulários aproprsdos. O tempo necessário para processar 
ada dado deve ийиши À medita que o número de dados 
processados aumenta. Como ilustração final, o tempo exigido 
por uma pessoa pari percorrer um labirinto deve melhorar com 


aprátia, 


Consideremos uma situação comum, em que cera tarefa 
deve ser repetida muitas vezes. Suponhamos que a experiência 
indique que o tempo necessirio para realizar а tarefa pela Ane 
vez possa ser aproximado por J(),sendo f uma função con 
decrescente em um intervalo adequado, O tempo total pa 
realiza a tarefa я vezes € dido pela soma. 


YIA e Дю) 
Atentando para o grfico da Fiura 681, vê-se que а soma 
precedente 6 igl à área do poligono “retangular inscrito, 
podendo. portanto, ser aproximada pela integral definida 


Eme Sid deem канада dl la pou 
RPG З da soma efetiva se f decresce lentamente em [0, л]. Se f varia 
йым com 2 eiae dem Eno nto qo di uer 

эла шерт como primo. 


EXEMPLO 3 


Uma empresa que faz pesquisas por vin telefônica constata que 
o tempo gasto por um empregado para completar uma entrevi 
depende do número de enrevists que ele já teaha realizado 
previamente. Suponhamos que, para ceri pesquisa, o número 
de minutos necessários para completar ake entrevista seja dado 
рог ДЕ) = (1 +4) "^ para 0 ж 300, Use uma integral dei 
nida рага aproximar o tempo necessário para que um empregado 
complete 100 entrevistas e 200 estrevstas, Se um entrevistador 
recebe $ 480 por hora, estime a diferença entre as despesas com 
dois empregados fazendo cada um 100 entrevistas, е com wm. 

é único empregado fazendo 200 entrevistas, 


SOLUÇÃO 


Pela discussão precedente, o tempo necessário para 100 entie- 
vistas € aproximadamente 


JE as densita eaj? consu 
N E 
Fº as da sua a 


Como um entrevistador recebe $ 0,08 por minuto, o custo de 
um empregado fazendo 200 entrevistas é aproximadamente 
(0.08) (514,8) = $ 41,15. Se dois empregados Поет cada um 
100 entrevistas, о custo é 20,08) (2935) = $ 46,96, que € $ 381 
a más do que o custo de um empregado. Lembre-se, enretan 
de que, com a utilização de dois empregados, há ama сопот 
de tempo de cerca de 221 minutos. 


Utilizando um computador, temos 


Y tea 2915 
e Y aps s1257 
Logo, os resultados obtidos por integração (área sob o gráfico 
de f) sio superioresem aproximadamente dois minutos an valor 
“la soma correspondente (área do polígono retangular inserito) 


Em economia, o processo utilizado por шга empresa para 
aumentar seu ativo é chamato formação de capital. Se o 
montante K do capital no instante + pode ser aproximado por 
Куд para uma função f diferenciável, a taxa de variação de 
K em reco a f é chamada uxo líquido de invest 
Logo, se denota о Пико de investimento, então 


ax 


к-го 


Reciprocamente, se é dada por gt) para uma função y contínua 
em um intervalo (а, b}, entio о aumento de capital nesse 
intervalo de tempo é 


fia nio 


464 Cl com Gremenis Analia 
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EXEMPLO 4 


EXEMPLO 5 


Suposhamas que uma empresa deseje ter seu fluxo líquido de 
investimento aproximado per 40) = 07, para tem anos  g() em 

lhes de unidades monetárias por an. Se 1= O correspondente 

| за tempo present, exime o montante da formação de capial 


Um objeto se move segundo wma trajetória retlínea e sua 
velocidade v) (em m) no instante 6 registrada pars cada 
segundo, durante б segundos. Os resultados constam da tabela 


durante os próximos cito aros. MO (m) aveiro, 
ѕошсдо nes 012343575 
Em decorrência, o aumento de capital nos próximos өй anos & xh = 1346553 
йог ES 

i Aproxime a disco psonia pelo objeto. 


adt» [гө apo] e 
Loon 


$ (бева) вошсдо 


Conseqiestemeate, o montante da formação de capital é de | 


Os portos ( V)etão atados тї Figura 644. Admitido que 
12.000.000 de unidades monetárias. Lo A o hs 


v seja uma funcio continua, et, conforme discusão prec 
ente, a distância работа durante o intervalo de tempo 


10.940 de Apenas ena ie дела por meo 
Anga diipi 7 


Qualquer quantilade suscefvel de ser interpretada como a 
Area ёс uma терд роде ser estudada por meto de uma negl 
definida. (Veja, por exemplo о estudo da histerese по fim da 
Seção 61) Reciprocamente, a integral definida permite-nos 
representar quantidades fisicas como áreas Nas lusragóes que 
Seguem, uma quantidade € numericamente igual à área de uma 
тойо; iso 6, desconsideramos unidades de medida como 
centimetros, metro. et. 


y (velocidade) 


Po SO + 1) 20) t) 20) ац)» 6] 
1 — 
fraser] 
Seja) а velocidade, no instante t, de un objeto que se 


move em uma reta coordenada. Se sé а função posição, então 
Figura 642 see 


Em (621) definimos o нањо realizado por uma força 
variável J) que atua ао Jango de uma rta coordenada de 
х+аах=һ,сопо W= f. f) de Suponhamos Јо) = Oem todo 
fe, b]. Esboçando o gráfico de f conforme ilustrado na Figura 

убо) 685 observa-se que o trabalho é numericamente igual à fren sob 
o gráfico de a ab, 


oar f уф а=, st =e) 


Se v0) 0 em todo o intervalo de tempo [a,b] isto diz que a 
área sob o gráfico da função v de a а b representa a distância 
que o objeto percorre, conforme ilustrado na Figura 6:82, Esta 
observação é ШЙ para um engenheiro ou físico, que pode não 
dispor de uma forma explícita para 40, mas apenas de um 
fico (ou tabela) indicando а velocidade em diferentes instan- 
tes. A distância percorrida pode ser então estimada mediante 
aproximação da drea sob o gráfico, 


yGelocide) 


EXEMPLO 6 


Um engenheiro obteve o gráfico da Figura 6.86, que most a 
força (em kg) que atus sobre uma pequena carreta à medida que 
ela percorre 25 metros em um temeno plano horizontal Estime 
o trabalho realizado. 


= Se = O em certos instantes em fa, b), ө gráfico de v 
(ешр) pode assemelha-se ao da Figura 6.83. À figura indice que o 
objeto se moveu no sentido negativo de t =e a t= d. A distância 


penna dera ене tempo dada poc f| vi) d Segrose 
que fe] vi) de é a distância total percorida em [a,b], quer 
00 seja positiva quer mepatva. 


n E 
Figura Gas "ча SOLUÇÃO 

Supondo que а fora seja 
02 x 225,0 trabalho realizado é 


função continua f para 


“6 Ciclo com Cromenia Анна Cap 6 


vf. fede 


Não somos de uma fama explícits de A: tvi podermos 
estimar valores funcionais a prt de plc pomar V, 
meio de uma integração numérica. " к 


“Apliquenos а regra do trapézio com а = 0, b = 25 e n «5. 
Bascando-nos no gráfico para estimar valores funcionais obte: 
mos а seguinte tabela: 


Em 


т 


e) д2) - @5-ула=2,5 
decore de (536) que 


Wa fo 160) de=25(315)=190meN 


Para maior preciso, poderfamos utilizar am valor maior 
de n na regra de Simpson 


Suponhamos que a quantidade deum ente fisico como leo, 
água, força elétrica, montante de dinheiro, contagem de bactérias. 
оп fluxo sanguíneo seja crescente ou decrescente de alguma 
forma, e que Rr seja а taxa па qual а variação sc processa uo. 
instante t. Se С) € a quantidade presente no instant re se 0. 
$ difereniável, então O) = RO). Se R() » O (ou R() < 0) em. 
um intervalo de tempo [a, b}, então a quantidade de crescimento 
(ou decréscimo) entro r= a ¢ £= b € 


09-Q0-f сда ff ща а 


ser apresentado como a área da regio de um 
pelos gráficas de R, геа, 1= b e J =0, 


Este número 
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EXENPLO 7 
A parír de 9h, começa-se a bombear óleo para um tanque de 
armazenagem ù razão de (180712 + 25) gal/h, para tempo t (em 


horas) após 9h. Quantos galões tero sido bombeados para o 
tanque à IN. 


SOLUÇÃO 


Considerando Ri) = 15001 + 28 na discussão precedente, obte- 


[оза sp» [oce cas oot ga 


Demos apenas algumas ilustrações da utilização ds int 
илми definidas, O leito intemecdo encontrará mola outras em 
livros sobre ciências fisicas e bilógicas, economia e adminis- 
tração е também em css como ciência política e sociologia 


ExERCÍCIOS 64 


1 Um aquériote 1m de comprimento  etemi 
dades quadradas de 03 m de lado. Se о anque 
está cheio de ga, ache a forga exercida pela 
p 


(a) scire uma extremidad. 


в) sebre um tado 


T—— 1 
Exercicio 1 é dividida em das pares por ums 
diagonal. ache а força exercida sobe сай parle. 


3 As extremidades de um coch de 2 m de com- 
primento lêm а forma de tigulos isôsceles de 
Jados iguais com 0,6 m cada e o lerceio lado 
com 1m, пооро do cocho. Ache foa exercida 
pela água sobre uma extremidade, quando o 
ocho esti: 


(a) cheia de gu, б) cheio sté a metade 


4 As extremidades de um cocho de água têm à 
forma da região delimitada pelos gráficos de 
уезд е y-4, con ey medidos em menos, Se 
“o cocho está chei de ша, ache а força exercida 
sobre uma extremidade. 


5 


Y tn cdo para emp de do 
de 2m de imo ¢ 250m de comprimento, 
a ot dado ee ss dn. o шке ш 
dado de dleo mé x mendê ¢ o der 
Set bg act a fonga exercida pode se 
e edad oae 


A comporta ebogularde uma represa tem 1,5 m 
de compimento e 1 m de altura. Se à comporta 
é venal e su pate superior é paralela à 
Superficie da гае елй 1,80 т abaixo dcla, che 
аа da до conta а comporta. 


Uma chapa plana ten a forma de um trapo 
istseelescom tase superior de 4 n e bave inferior 
de е ем ubmerso vericalnchie em Spa 
com as tases paralelas û superficie Ча água. Se 
as discas de зрее da а 

interior ¢ superior sio 10 m e 6 m, respectiva 
mente, sche ora exercida pela gua sobre um 
do da placa. 


Una chapa ісі de 2 m de aio eui h 
venicalmente 

cie da água so. 
ен pela água sobre um Lado di быры, 


* 


зи estudo 


um Gomeri Aplica -Can 6 


agotar de 1 m de Iegu e бт 
está imersa verticalmente em. 
fo densidade € de 800 kg) con seu 


HO Umn apa de forma irregular está imersa verti- 
ie 


ТЕ EET RENE NE! 
anra e o 2 585 5 35 0 


ne а боа sobre om ado da chapa, tica 


111 Comte (628). Para estimar o desenpenhe car. 
“ca (mero de Hirosde sangue que o coração 
cia por minuto através di sor), injeta-se 

"use de 5 miligramas de ipo mama 


a do topo, e) em ums ater. 
"fol prima da sorta Os resultados constam 
a ano. Ше a ерга de Sion, com. 

a estimar o desempenho cisco, 


(8112 Consulte (625) Jogam-se 1200 he de dcronato 
desódic em unio no ponto A e extreme, enda 
30 segundos, amostras da água етшп ponto Brio 
“идо. A concentração c) mo insane £ está 
regstradana tabela bino Use a regra do trapézio, 
im п = 12, pama estimar а ха de axo o rio. 


teni мә) 


ою 


олю 
360 o 


13 Umîndusrial estima que o tempo necesario para 
um operáio montar deleminado item depende 
do sime de tens montados previamente Se 0 
Tempo (em minutos) necemário para montar o 
А iem € dado por fU) = 20ks 19^ 43, 
aproxime, a menos de 1 minut, por meio de una 
integral defini 


14 O número de minutos secesríos para ama 
pessoa atravesar um Inicio € estimado em 
fI) = SEP, onde k é o піт de tentativas 
prévias reatimdas. Por meio de wm integral 
definida, aprocime o tempo necessirio para com- 
pletar 10 tenbtivas 


15 Um processador registra dados relativos а estu- 
dantes co base ew formularon preenchidos O 
nimero de minutos necessários pan o 1^7. 
registro € dado aproximadamente por 
16) = 68 + ГЇЛ, Use uma integral definida 
ura estar otempo necesáio рий uma pesos 


(a) digiar 60 regieros 
(0) duas pessoas digisrem 300 registros caca 


36 Se no Exemplo 4, а tura de javeciment é 
этокїниди por gt) = 26844 1), com g() em 
mares de unidades monetárias, use uma inte- 
gril definida para aprotimar © montante dc 
formação de capial nos intervalos [0,5] € 
15.10] 


Enero. 17-18: Use um integral definida para apro- 
imar a soma, e атейогйе o rallado par o ino 
mais próximo, 


п Suas Fear 
^ ^ 


019 A velocidade (em Aut) de um autemúvel a0 
Percorrer uma autoestrada durante um perido 
e 12 mitos está indicada па figura. Aproxime, 
Por meio da regra do iaptsko, a distância percor. 
Чё a menos de 1 n. 


Velocidade (emi) 


2 4 6 8 10 12 Tempo 
tina) 


© м A aceleração (em mi?) de um automóvel durante 
Uum periodo de segundos est indicadana figa. 
Use а regra do trapézio pra milia à variação 
liquida de velcidade durante «sse período де 


Cap. Aplicações de integral definida 4g 


Aceleração (m/s?) 


E Jl. 
Er] 
sH y am 
E] - 
B 
12345678 impo 
Gegindos) 


bela que segue regando a fora 
fs) em Newtons) que atua sobre uma partida 
30 moverse 6 тийин во longo de pma rea 


(a) a regra do tapézio com п = 6 
O) a regra de Simpson coma = 6 


LES 4 5 6 T 
20 э 25 Zi 25 3 28 


EC 

22 Um motociclista sobe uma colina, registrando a 
velocidade {1) (em n/s) ao fim de cada dis 
segundos. Com base nos reulados registrados 
ma tabela a seguis, uli 


rimar à distincia 


23 Um barco a motor consome gasolina à rio de 
1 V9. gal. Se o motor começa funcionar 
тт! = O, quanta gasolina terk sido consumida em 
2 hons? 

24 A população de uma cidade vem aumentando, 
desde 1985, à tara de 1,540.47 Q006 mi 
lares de pessoas, por ano, onde t£ о número de 


estima população em 1994. 
25 A figura caibe um dispositivo tenorlético, em 


Para determinar a carga total Q (em coulomb) 
anseia para o бо de cobre, registram-se es 
valores (em ampères) a сыа $ segundo; os 
resultados constem da tabela segir 


AM Сша cam mera Antes Cop 6 


Cop Aplençõe da negro definida 471 


E) 
төт) 


0 45 10 15 20 25 30] 
O аз ов ол оа 05 02 


Com base so fato que 1= dOit, use a rera do 
парад, com n 6, para estimar a caga total 
traneid para o бо de cobre durante ea três 
primeiros segundos, 


Ame 


(P 


26 Seja p (x) a densidade (em emn) de oztnio na 
atenta a wma ade de x два cim 

do sl. Por exenplo, se pG) = 01052, eto, a 

duma alude de 6 Jem, Bé ofetivamenie um 
espesura de DIDS2 cm de orde para cad 
aumento de simorfers. Se p é uma função 
spesur da camada de ozono entre 

4 8 b pode ser lida clado a 


pl наа egnir vrs de p 
ais esgrima. 
(6) Estime, pela wgra do tapis, espessura da 


amada бе ozdaio entre asaltitudes de e 42 
Jan, na primavera e o outono, 


(0) Res pra) canos reg e Simpson 


р) outono) | 


127 О gis radon pode conte ro aco ando 

inalado. Se Wi) о volume dear (em em?) nos 
Poles de um alto по imitate ¢ (em minw 
tes), ento а tata de variação de Y pode ser 


toximata por V'() = 12450rsen (ni). A. 
inalação e a expiração corespordem a 
Y 02 V/(9 < O, respectivamente. Supondo 
que um adulto viva cm шта cas que em uma 
concentração de energia Tdigaiva devido 10 
radon, de 4 Ur" joues, 


(а) Aproxime a volume de ar inalado pelo adul 
rm enda impago, 


(5) Se a inalação de mais de 0.02 joules de 
energia radativa por ao é consderda per 
вов, deve a pessoa permanece na casa? 


28 Una bicicleta fa para exercícios é programada 
“de опна que poss ser ajustada para aerenes 
fis del de intensidade e tempos de ealizaçio 
T Ha registra tempo decido (em minutis) 
pan жт Тео número de cias CU) conse. 
idas po minuto no tempo 1, onde 


loro iar 
Suponha que um individuo se exerci por 16 
minutos, com L = 3 para 01<8 e com L=2 
pam 851416 Ache о núnero bal de calorias 
queimadas durante o exerci, 


29 A tabela a seguir día taxa de crescimento R (em 
rano) de um menino ты 
їйгє 


lanos) 


рю no a 
VIT [за sa 49 65 9379 


Use a tera de пара, com n $, para obter 
эта aproximação do crescimento (em centime- 
tro) do menino entre seu 10" е 15º aniversários. 


30 Para determinar o número de plancton nama pate 
до ocearo com 80 metros de profundidade, ат 
biólogo marinho extrai amestras sucessivas de 10 
metros, ten а tabela segu, onde pa) € 
densidade (em número”) de plancton a tma 
profundidade de x me 


a] o 10 20 30 40 30 60 70 0 
9 [0 m 25302 15105 0 


Use a regra de Simpson, com n -& pra estimar 
o número tol de plancton em uma coluna de 
ipia de | m Ce secção transversa, estendendo-se 
da superficie sé о fando do oceano. 


GS EXERCÍCIOS ПЕ REVISÃO 


Eres: Trace o prine da regio delimitada 
pes gráficos das equações, ache dra integrando 
Em melagio аке буу. 


139 
ay 
"— pelos 
Виса ds equações 
элеў. reyel 
-% 
$ Айк a dra da rei es os ico das 
ңдө p= conp a еу = tn x der nha 
$ A região delimitada pelo gráfico de 
ordre oo dera Dara nd, 
бл em опо aci x Ato ola боз 
кошо. 


Eseres]-10: Esboce a região A deitado pelos 
pátios das equações, e sche o volume do si 
ado pela revolção de R em tomo do eim 


туят 


=2 eos 


y 


Freres 1-12: A regio delimitada рдо cix ¢ o 
gráfico da equcio dada, de x = Da; = b gira en 
tomo do eixo. Ache o volume do slido resultante. 


m 


П унео 


Шула; bel 


13 Ache o volume do adio prado pela rivoluo 
a egit delimitada pelos gráficos de у = 4% € 
4x у = B em tome (a) doo D) 1 
m 

14 Ache o volume do stlido gerado pela revolução 
da regio delinitada pelos йез de y =» £ 
= Yey = O em tormo (a) do ixo () do оноу 
(x #1@ хез (у= @у=-1. 


йя Pra 
ro aca 


16 Um válido tem por bue а gio do plano ay 
delimitada pelos gráficos deyê = Axe x=4, Ache 
volume d sido, se toda secção апер por 
tn plano perpendicular so ско € um tiingulo 
тезро fares com um dor lados iai na 
base do dido, 


17 Ua piscina construida acima Ф solo tem a 
forma de wm cilindro circular reto de 12 pés (4 m) 
de dimero е 5 pés (150 m) de айша. Se a 
profundidade di Ags та piscina é de 4 pés 
(120 m), determine о озо necessário para 
bombear а água pelo оро д piscina. 


18 Aose igar um balde por uma distância de 30 pés 
(9 m) da fundo de va poşe, a paa vaza а vna 
то constante. Ache o trabalho realizado se o 
balde coném originalmente 24 libres (11 ha) de 
Agua um esgoda ágra va. Айайа que o balde 
vaso peso 4 libran (14 Kg) е despreze b pero da 
conta. 


19 Una chapa quadrada de 4 pés (1,22 ш) de ido 
es submersa verticalmente em ра de tal 
medo que uma ds diagonais é paralela à super- 
де da dava, Se a йш dh superficie so 
tr da chapa é de 6 pés (1,83 m), ache a força 
exercida pela goa sobre um lado da chapa. 


20 Us dife para pena o comprimento 
do cado gráfico dey = Zen a nte pots 
de coienade e. 


sees. 21-22: Басе s veio delinitada pelos gri 
fics das equações e ache m, М, М, е о сшде. 


удэ, seye х=1 
Bye, yen хел, x8 
230 gráfico da equação 13y= 44 (3/1) de 


A0. d s na ST 
Ache area da superficie resultante. 


teve em torna do eixo 


2485229 79299299222272522212224222*2224 


24 сидик а foma do relator de мз bollo. 
revolvendo-se uma parátola em tomo do seu 
eixo, Se, conforme a figurs, o пй tem 4 pá 
(122 m) de aberta e 1 pé (30 ст) de profun- 
idade, sche» área de mu peri 


25 A velocidade v) de um foguete que caminha 
ештеме рма cima consta d tabela а seguir. 
Use a regra do trapézio para aproximar distância. 


recorda pelo foguete d £= 0 a t= 5. 
EH MEMES 
nis) -=| 00 | 120 | 150 | 190 | 240 [500 


VI 26 Um eletricista suspeita que ue medidor de luz 
jue acasa um consumo toad de Q kw nio esteja 
onconando corretamente Para letra exa 
dio, о eletricista mede a taxa de consume R a 


da 10 mimos, cendo os resultados da tabela 
p 


мт [зз | 


(0) Use а regra de Simpson pan estimar e 
жоон КЫЙ dardo сда pea do өн 
dora. 1 


(0) Se о medidor acus 48792 kh no começo 
da experiência e 48953 mo fim, qual deve ser 
a conclusão do leticia? 


ar todo 


(a) como fea de uma regio do plano) 


б) como volare de um sido obtido pela revè- 
ga de um epi em tomo 
[ELS 
OM do ixo t 

(9 como um ralo realizado por uma força. 
28 Seja regio secar do plano ay com 
extemidfes dodiâmero em (4, Je (0,0) Ше 
о learecm de Pappus para achar о volume do 


sólido obido pela revolução de A em tano do 
tin. 


OTTTTTT TT Tee 


_ Capítulo 7 
X FUNÇÕES EXPONENCIAIS 
i E LOGARÍTMICAS 


INTRODUÇÃO 


Na muemáica précikulo etoçumos gr 
deos das equações como у= pra «>0 | 
dem defini at to сша de 7 ser mina | 
Ape admitimos де чин eroe. | 
что ci, E que о pico be | 
251 dece st 0а 1. Adios las 
dis que e dos pocas sejam vidas 
"odo в expoentes rs, En sepia, | 
tios log, x, иши nomas expres. 
ore doidas ¢ “prova. | 
mos” propriedades de og 
Kisna. denonstradas de jon 
Ы procedimento seja active! a lia 
Semet, nato no cl, ro al | 
o padrão ergo matenático ma elevado, 


Nosso enfoque meste capit 
cmm empregar umaintegral definida 
duzir o logaritmo natural, Valemo-nos em 
seguida de lal função para definir a função 
exponencial natural. Finalmente, damos sig- 
nificação precisa а a" e log, x. Você pederá 
achar estranho Ы procedimento, mas é а 
maneira mais simples de tratar estes tópicos. 


com проп, Além dio, tal cafus perite | 
Pos estabelecer mais facilmente resultados 

sobre continuidade, derivadas € ерта, е 

provar as lis ds exponentes adidas та | 
таша pré ical 


O capitulo contém muitas aplicações 
de funções logaritmicas c exponenciais, 

Como essas funções são inversas umas das | 
outras, começaremos estudando o conceito 
Era de função inversa 
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7.1 FUNÇÕES INVERSAS 


Definição (71) 


Figura 7.1 


ação f pole e co vals pa raios 
em seu domínio. Por exemplo, se f(x) =x, então 
T) =4 = 2, mas 24-2. Par definir а inversa de uma 
função, é essencial que diferentes números no dominio sempre 
correspondam a valores dierents de J. Tas funções são 
chamadas funções un-o-um. 


O diagrama da Figura 7.1 ista uma função üma-um, 
Torque cada valor da função no coniradominio R corresponde 
exatamente um elemento do dominio D. A fango йота no 
gráfico da Figura 72 não é unam, porque amb. mas 

J). Note que a ret horizontal y - f(a) (ou у= ДБ) 
intercepta o gráfico em mais de um ponto. Assim, se qualquer 
reta horizontal intercepta o gráfica de uma função f em mais 
de um pont, ento f não É un-a um. Toda função crescente € 
mam, porque, se a «b, ento Да) < f(O), е eb <a, ento 
10) < f(a). Assim, se а ento Да) « JÛ), Analogamente, 
toda função decrescente £ unam, 

Se f é uma função uma um com dominio D e éntrao- 
minio, endo, para cada пдтетоу em R, existe exatamente um 
amei x en D ш que y = д), ontormeihstrado pela sea та 
Figura 730). Como x é único, podemos definir uma função y 
de К em D por meio da тора x 80). Como se vê ni Figura 
730i) g reverte a correspondencia dada por f. Chamamos gà 
função imersa de f, conforme definição segle. 7 


w 


: 
9950 
н D hr 


Figura 73 


Teorema (73) 


m 


Pode-se usar о torera seguinte para verificar se uma 
função g ёа inversa de f. 


| somente seis s 
TAS paid x еп Р 


00: 09) = pan tio y em R 


DEMONSTRAÇÃO 


Provemos primeiro que, se g É а função inversa de $, então as 
condições (î) e (i) são válidas, Pela definição de função inversa, 


y= fla) se є somente se х= 60) 


рма todo x em D e lodo y em R. Substituindo y por f(x) na 
equação x = gly), obtemos a condição (1): x = 80/8). Da mesma 
forma, substituindo х por ду) ra equação у = fl), obtemos a 
condição (D: у= ЈЕ), Assim, se а função inversa de f, 
então as condições ( e (1) so verdadeiras. 


Reciprocamente, seja g uma função com dominio & ¢ 
contadomínio Р, e siponhamos verdadeiras as condições ( с 
(i). Para mostrar que g é a inversa de f, devemos provar que 


y^ fi) sec somenese x= gi) 
pura todo x em D e odo y em R. 


Suponhamos primeiro que y = flx). Como (i) é verdadeira, 
069) =; isto 6, gly) =x. Isto mostra que se y = la), então 
700). 

N. ıi Suponhamos em seguida que x= у). Como (i) é ve 


dein, f) = y; ito é, f(a) -y. Мо mostra que se xy) 
então =), o que completa a prova. 


Uma função um-á-um f só pode ter шта função inversa, 
As condições ( e (i) do Teorema (73) implicam que, se f € à 
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função inversa de f, endo f € a função invena de g 
quê f eg são funções inverses uma da сита, 


Se uma função f jem uma função inversa g, Costuramos 
denotar g por j^. O -1 usado nesta notação não deve ser | 
confundido com um expoente; isto €, $4) não significa 
SO). A meipeeca 1 f) pode ser denotada por [O É 
importante conhecer as seguintes relações 


Dominios e contradomínios 
do fef (74) 


Quando estudamos funções, denotamos por x um námero | 
trário no domínio Assim, para função inversa f", podemos + 
considerar (а), onde x está no domínio de $. Neste caso, as 
duas condições do Teorema (13) e escrevem como segue: 


O Pher para todo x no domínio de Y 
[EI 


Im alguns ass podemos achar a invena de uma função 
dm-acam resolvendo a equação y = Јо) em relação ax em termos 
de y, obtendo uma equação da forma х= ду). Se as duas, 
condições g(f(x)) = x e f(g(1)) = x são verdadeiras para lodo г. 
a0 dominio de f eg, respectivamente, então g é a função inversa 
procurada, As diretrizes seguimes resumem o procedimento. 
Na dre, antecipando a determinação dé f, esereveremot 
0) em lugar de xs) 


Tara todo x no domínio de f^ 


Diretrizes para achar f~" em 
casos simples (7.5) 
= fi) em relação a x em termos | 
“de y ávido uma рисо da forma x= (9). 
3. Yetiticir as duas condições 
ЫЧ se; ТОТ) o ES 
gura todo x nos domínios de f e f^, respectivamente. 


O sucesso deste método depende de natureza da equação 
} = JU). pois devemos resolver em relação а x em lermos de J. 
Por esta ração, reerimo-nes a casos simples no tio dar 
diretrizes, 


EXENPLO 1 


Seja fi) «3-5. Ache a função inversa de f. 
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SOLUÇÃO 


Seguiremos as tts diretrizes. Primeiro, notemos que o gráfico 
da função linear f 6 uma reta de coeficiente angular 3. Como f 
€ crescente em todo o R, f 6 umarum, logo, existe а função 
inversa f. Além disso, como о domínio e o contadomiio de 
f são ambos R, о mesmo 6 verdadeiro para J“. 


Como na diretriz: 2, consideremos a equação: 


pras 
еа resolvamos em relação ax em termos de y, obtendo 


NE 
E 
Fagamos agora 
ر“‎ t3 
mo 


Сото o simbolo usado para а variável € irrelevante, podemos 
também escrever 


ns 


г 


Verificamos em seguida as condições (у JUD) «x е (i) 
SON) = x 


O Д) 7х5) Gefingio de D) 


Mer MR 
= каре) 
o rm) кано е 


(575 ваар 


“a (simplificando) 


Assim, pelo Teorema (7.3), a função inversa de f € dada por 
I= (+513 


t 
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Figura 14 


ПЕЕ) 


EXEMPLO 2 
Seja ДӘ) =x =3 para x20. Ache a função inversa de f. 
SOLUÇÃO 
A Figura ТА € o gráfico de f. O dominio de f £10,0), e à 
contradomínio é [-3, ө), Cono é crescente, é também ums. 
um e, então, tem шта inversa ^ que tem como domínio 
1, 5] е contrademinio [0, =] 
Como na diretriz 2, consideramos a equação 

yea 
que, resolvida em гїї ал, dá 

a V7F3 


Como x é nio-scgativo, sejcitamos 1= FTF е fazemos 
0) 253 ou, equvalertemene, Г) = Ух 53. 


Finalmente, verificamos que () 46) «x para х em 
D)e Gi) AU) =x para em [53,0% 


D PINE 77383 VF =x 


sex=0 

@ OO) TD БЗР 36 (263) 3-а 
iex 
pe 


а função inversa é dada por f) «VES para 


за 


Há uma seção interesante entre o gráfico de uma função. 
fe o gráfico de sua fanção inversa f°. Notemos primeiro que 
db fla) equivale a a = f'(b). Estas equações implicam que o 
ponto (a,b) está no gráfico de f se e somente se o porto 
(b, a) está no gráfico de f^ 


Como ilustração, no Exemplo 2 vimos que as funções f e 
Fº dedos por 


Ha-a e TA 


são funções inversas uma da outra, desde que x seja convenien- 
1етеме restringido. Veja alguns pontos do gráfico de f: 
(0, -3), (1,2). (2,1) e (3,6). Os pontos correspondentes no 
gráfico de são (-3,0), (2,1), (1, 2) e (6,3), Os gráficos de 
fe f" estio esbogados no mesmo plano coordemdo ra Figara 
75. Dobrando-se a página so longo da eta у = x, que bisseciona 
os quadrantes Ге H (conforme indicado pela inha tracejada da 


Teorema (7.5) 


figura) observa-se que os gráficos def ef"! coincidem. Os dois 
gáficos são reflexões um do outro em relação à rea у =x. Isto 
E ípico de tada função f que tem uma função inversa f^ (ver 
Esereício 14). 


» (0,9) 


pt 


fe» 
Ph 
5-10 
[35 са 


Figura 7.6 


A Fig 76 istra de gráficos de uma foco amam 

de sa funcio inversa f°. Conforme indicado na 
баш. (c0) сый mo rico de e «somente se (4 edi no 
sto de Ft Asi, se estângimos о dominio de f a0 
Tao [203 o dominio [бе resa i) ДЫ) Se 
Fe conta ctio o gráfico de f ão asen inéupiies 
Тан эреп, e ыо E falso verdadeiro pa o рейс 
(elio) de |^ Мезе, assim, intuitivamente é, que e f È 
айша em (o Bj, ento" € comtan ema) JO) Pode-se 
mosrar também que se f € crescente, também o é [Entes 
Tea tlm э идо eta, Pan demonstração, co 
sul o Apêndice 11 


+ = 
SE (conia е. crescente em 


Prova-se resultado análogo substituindo-se crescente por 
decrescente no Teorema (7.6). 


O próximo teorema oferece um método para achar а 
derivada de uma função inversa. 


ГІІ £272222222222224229929*»22* 


MD Calado com comía Ante Cop 7 


Teorema (7.7) 


Corolário (7.8) 


DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (34), 


atte)» lin ВТА 


Sejam y= (у) е а = le). Como f e g são funções inversas uma 


da outra, 


g)-y see somente se f0) =x 
e 


se e somente ве f(a) 


Como f é dilerenciáve, é também continua e, daí, pelo 
“Assim, se 
Se ya, então 


телет (7.0, também o € a função inversa g = 
xe, então sx) ©); iso & y 
T) — fe). Podemos, pos, escrever 


уса 
5. 101-1) 


ENT 
7 im Ze 


x yoa 


ENE: 
Fio) гш) 


Ê conveniente reformular о Teorema (77) como segue: 


Se g ё а função inversa de uma função diferencifvel f e se 


Ts) «enti 
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EXEMPLO 3 


Se fü) = + 2e- 1, prove que J tem uma função Inversa g e 
determine o coeficients эрй d tangente no gráfico de no 
ponto PO, D. 


SOLUÇÃO 


Como fà) = 3+ 2>0 para todo x, f € crescente c, assim, 
meum. Asin, f tem uma função inversa g- Como J(1) 2, 
segue-se que (2) = 1, e conseqüentemente o ponto РО, 1) está 
no gráfico de g. Seria dificil achar g uiLzando as diretrizes (73), 
porque teríamos de resolver equação y =? 2r - 1 em relação 
û x em temos de y. Enreanto, mesmo não podendo achar g 
explicitamente, podemos determinar o coeficiente angular 
40) da ungene ао gráfico de g em P(2,1) Assim, pelo 
Teorema 07), 


» 1 1_1 
4 Fa 75 


Uma maneira fácil de relembrar o Corolário (7.8) é fazer 
у= G0. Se g €a função inversa de f, ento 80) = (Да). 
— Por (18), 


i 
4 Fu TG) 


ou, em nação diferencia, 


Р 


1 


A 


Isto mostra que, em certo sentido, а derivada da função imersa 
ıg éa reciproca da derivada de f. Uma desvantagem da utilizacio 
das duas últimas fórmulas é que nenhuma delas é express em 
termos da variável independente para a função inversa. Para 
ilustrar, ro Exemplo 3 seja у = + 2r— 1 e x = ду). Então 


кое, 
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que se pode escrever também como 


Consedientemente, pars acharg'() é necessitio conhecer g(a), 
tal como no Corolírio (7.8). 


EXERCÍCIOS 74 


Exeres. 13: Deennine f0). 


150) 93045 2 fija T- 2e 
3= s 
TA 
710-238, 250 
ТЕ 

9 ЛУ 


WAV, © бшш: 


Md Ot 


55 a) Prove que з fio linet dei 
gn rs com 2 tem um avena y 
баши. 

O Uma ção com e ve E 
= 


14 Моше que o gráfico [^ £a reflexio do gráfico 
de f em relação à teta yu x. verificando as 
condições seguintes: 

(Se HD) está no ático de f, em 
QU 0) está no gráfico de f 3. 

DO ponto médio do segmento PQ estî na reta 
уе» 


DA veta РО é perpendicular à eta ye. 
seres, 15-14: A figura £ о gráfico de uma função 
Smam, (a) Use reto para tagar o gréfeo 
de 1! 0) Ache o dominio e o costradoníni de 
4.16) Ache a domínio e o contadomínio de f =, 


15 


16 


а 


E (0) Indique o domínio de f 
(18) para achar Daf ~'a), 


(9 Use o Соло 


aee uio ls 
эда amo 
HR, зат 


250-1, E 


VIF, бехаз 
Exerc 21-32: Use f para provar que f tem uma 


в) 


pel Al эн меч 

Xr 
mast emi jb] tu 220 28 do qai 7а s 
msn.) Se gba ção com domo, ij] 27 +3 + 2-1: җы) 
y papiro © л, д ia 
юни de f". 

Bx) >o RA 

э ди-злё 2988-2003; рад] a pç pn 
30 f(x) = зев (sen (11x); 12,2] e d UA жк n) 
“Eae 236: b Por qu enum iuge IO 105.3 
im EA юз 


7.2 A FUNÇÃO LOGARÍTMICA NATURAL 


Na introdução ao caínlo explicamos por que © necessrio 
adotar, paa в funções loguímica e exponencial, um enfoque 
diferente do sado na matemática préclclo. À primeira vista, 
você poderá achar estranho definir uma função lagari mica como 
uma integral definida; mais adiante, entretanto, veremos que з 
função obtidaobedece ses familiares dos logaritmos estudadas 
en cursos pr-cálulo 


Seja f uma função contínua em um intervalo fechado 
(а. b). Tal como na prova da Parte 1 do teorema fundamental do 
cálculo (530) podemos definir uma função F por 


=f soa 
pura xem [o] Se fü) em todo [a sto р) ба Gre 


sob o gráfico de f de a a x, conforme Figura 7.7. Para o caso 
especial [)- ©, onde n € um número racional e аа 1, 


ata Clo com Gio valen 


7 


(op Forges инте юз 


Datinição (7.9) 


podemos achar uma forma explícita para F. Assim, pela тера 
da potência рага integrais, 


Como indicado, 


jo podemos utilizar = par 


meios de determinar uma amiderirada de 1х isto é, uma função 
tal que РЧ} = Мк. A próxima definição supeiá esta lacum. 


7 пера 
como ic 


ЛЫ adi 
Jr d uai 


A expressio In x (leise ele-ene de 1) é chamada loga- 
ritmo natural de x. Usamos esta teminologia porque, como 
veremos, ln tem as mesmas propriedades que as funções loga- 
rítmicas estudadas nos cursos pré-cákulo. A restrição x> D 6 
necessária porque, sex = 0, o integrando tem uma descontini- 


dade infini enlre x e 1 assim, ГИ) dno existe 


Sex» 1, aintegal definida IK (14 di pode ser interpretada. 


como a ёа de região sob o ppáfico de y = 1 de reda rex 
(veja Figura 7:0). 


Teorema (7.10) 


Se 0 « x« 1, então, como 


" 

11) 
ag бо A 
PEN a i каты 
ULCUS E Arad 
MEG q 


xia 


Aplicando o Teorema (55), obtemos 


z 
DS de 


para cdo x» 0. Substituindo f» (1/0) dt por In x, obtemos o 
seguinte teorema. 


Pelo Teorema (7.10), Inx é una antiderivada de 1/1. Como 
In x é difeencióvel е sua derivada 1 é positiva para todo 
x>0, segueso dos Teoremas (311) е (4.13) que а fungi 
Togoríenica natural é continua ¢ crescente em todo o seu 
dominio. Мае também que. 


A ES 
que E negativa para todo x» 0. Logo, por (416), o 
unção logaritmica natal € côncavo para baixo em (0,2). 


Estocemos o grafico de у=1пх. Se Dex<1, ento 
"nx e е o gráfico esti abaixo do cio Se x» 1,0 со está 
acima do exox. Como In 1 =0, о іпскерох é 1. Podemos 
aproximar coordesadas. de pontos do gráfico aplicando a regra do 
Trapézio ou regra de Simpson. Se = 2, ento, pelo Exemplo 2da 
Seção, 


Mostaremos mo Teorema (7.12) que, se а> 0, então la a= 
para todo sümero racional r. Usando este resulado, temos o 
seguinte: 
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k 


Figura 79 


Teorema (7.11) 


In4=In 2210 220,603) = 1,386 


Лай 0027 3 In 2m 2,070 


A Tátua C do Apéndice Ш di uma lista de logarkmos naturais 
de muitos outros números, com tts casas decimais. Podem ser 
usadas também calculadoras para estimar valores de In. 


Grafando os portos que correspondem às coordenadas y 
que calculamos ¢ pelo fato de que In ё continua e crescente, 
temoso gráfico da Figura 79. 


No fim desta seção provaremos que 


limlaxs e lim Ine 


O primeiro destes resaltados nos diz que y ln x cresce sem 
limite quando x = о, Note, entretanto, quê a taxa de variação 


de y em relação ax é muito pequena sex é grande. Por exemplo, 
se x= 10º, então 


a 


=000001 


lo 10 


Assim, a tangente é quase horizontal no ponto do gráfico com 
coordenadas: 10, e © gráfico se apresenta muito achatado na 
vizinhança deste ponto. O fato de que lim In x = -® nos mostra 


que a reta к= O (o ско) é uma ass 
(veja a Figura 73). 


ta vertical do gráfico 


O próximo resultado generaliza o Teorema (7.10). 


O a peca ão 
тесер 
opte Sad >а 


| 
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[IE EP UNE 


DEMONSTRAÇÃO 


(D Fazendo y= Inu e u= g(x), então, pela regra da cadeia e 
pelo Teorema (740), 


@ Se u>0, então |u| =u e, pela parte (i), 


D,in)u|=D,inu= D,u 
Se <, entio |u |= -u >0 e, pela parte (i), 


D,infu|=D,In(=40 = 3D, C) 
ратів 
Nos exemplos  exexlio, se uma função 6 definida em 
termos de uma unção logaritmica natural, seu demínio não 
costuma ser explicado. Em lugar disso, admitiremostacitumen 
Teme x eresio a valores paraos quais capressão logarimica 


senha sentido. Assim, no Exemplo 1, supomos 2 — 6> 0, isto é, 
[x[>V6. No Exemplo 2, supomos x + 1 > 0. 


EXEMPLO 1 
Se f(x) = In (+ - 6) determine f'(x} 


SOLUÇÃO 
Fredo u = z= 6 no Teorema (7.11)() obtemos 


FD ntê-6) e 3 — D, tê - 0) = 


EXEMPLO 2 

dy 
Se y= In VETT, determine SE 
SOLUÇÃO 


а 
үт 


4 


Lesna 


-E 
ET E 
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^ EXEMPLOS 
Se f(x) «In |4 + 5х-2|, determine f'(a). 
soLução 
Usando o Teorema (7.1100) com u 4 + S ~ 2º, obtemos 
ЕТО 


1 
E 


O próximo resultado afirma que ot logaritmos naturais À 
satisfazem as leis dos logaritmos estudadas em cursos de J 
matemática p-eileuo 


Lola dos logaritmos naturals (7.12) 


MN ai 
[EXPE ы 
чонда ca 

DIE 
Gi) ы, 


DEMONSTRAÇÃO 


(D Se p» 0, então, pelo Teorema (711) com u = pr, 
1 


Dm Lp i ege 


[ 


Assim, In px e ln x são ambos antiderivadas de 1/ е então, pelo 
Teorema (52), 


Брес 
purs alguna constante C, Fazendo x= 1, obtemos 
hipo 
Cono 1 «0 vemos que C = In p, e poranio 
реек аар 
Substitui 


3 por q na Última equação, obtemos. 
Inpg=I09+np 


que é o que queramos provar. _ 


Cap. 7,- бра ырен, egens ба 


б) Aplicando a fórmula In p+ Ia q = pgcom p = 1/4, vemos 


B 
TRT 
аьр а 
а 
— 
[ur Inpe lol «Inp-s 
Bem fe donor npn 


fii) Se г é um número racional е x > 0, então, pelo Teorema 
QA) comu =x, 


ЕЕЕ 


Pes Teoremas (1j) e (11) podemos ani ванн 
пер). 
Cimo ins rx so ambos id del, e do 
Teorema G2 
m 


para alguma constante C. Fazendo z«1 na ülima fórmula, 
obtemos 


[T 
Como In 1 = 0, isto implica C «0 e, assim, 
[rt 


Na Seção 7.5 esendetemos esta lei a05 expoentes irracionais 


Como veremos na ilustração seguinte, às vezes é conve- 
niente aplicar as leis dos logaritmos naturais antes de diferenciar. 
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ILUSTRAÇÃO 


He) APÓS APLICAR AS LEIS DOS 
no LOGARITMOS 


+ 962 5] hes Dela (38-5) 


E 
[zc] 


xi (x13) In (5) 


Saer) 


1 
meen 


1 
DETT 


ГУР] 


Podemos ver uma vantagem em aplicar as leis dos орні 
mos antes de diferenciar, comparando método da determinação 
de D, In EST па ilustração precedente com a solução do 
Exemplo 2, 


Nos dois próximos exemplos aplicaremos as e 


dos 
logaritmos а expressões completas antes de diferenciar. 


EXEMPLO 4 


Se fix) = УБЕ Tite + SP], determinar £'(). 


SOLUÇÃO 


Primeiro escrevemos Убх - T = (6х — 1)'º e em seguida aplica- 
mos as leis dos logaritmos (i) a: j pute 
de) In (ix - 1) + SP] 


Diretrizes para diterenciação 
ln (Ge 1) 4 In (4с + 5) a( ы 


logarítmica (7.13) 
=} (or) +31 (cas) 


Pelo Teorema (7.11) 


SOLUÇÃO 


Em primeiro lugar aplicamos as eis dos logaritmos para mudar 


АСИЕТ 


Em seguida aplicamos o Teorema (7.11) para obter 


Dada y  f() podemos às vezes achar D, y por diferen- 
cação logaritmica. Este método é especialmente útil quando 
fis) envolve produtos, quociente ou potências complicados, Nas 
diretrizes а seguir supõe-se (кх) >; todavia, veremos que se 
pode usar o mesma processo de Jo) < 0. 


D, ts үөн 


EE 


ION 


renciar In fa) em algum estágio após à бшп 3. Se 
Да) <0 pere gem s, então а биеш: 2 no € válida, pois 
do fla) ño definido, Heste caso podemos sibtibira diretriz 
1 por ly |=İ f(x)] e utilizar logaritmos naturais, obtendo 
к-де]. 


A سحت‎ 
MAREA AAA 
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Diferenciañdó cn implicitamente e aplicando o Teorema 
(1D, chegamos novamente à зна 4, Assim, valores 
negativos de f(x) não invalidam o resultado, е não precisamos 
nos preocupar com о ato de f(x) ser positiva ou regativa. Nio 


se deve usar о método para achar f'(a) se f(a) = O, pois ln O nio ` 


é definido. 


EXEMPLO 6 


E 


=p + use a diferenciação logaritmica para achar 


ny mtn (Ss 4) lo VT 
зри налу 


Aplicando as diretrizes e 4, diferenciamos implicilamento 
em relação a x e utilizamos então o Teorema (7.8) obtendo 


Jor s 

m 

[E 
кре cm ia, cr me 
bros da última equação por y (isto €, por (5х — 4) / Зе ж Т), 
Er 

— 

(5-901) VET 


Q5 195-4) 
TO gy E 


Dy- 


Pode-se verificar este resultado aplicando a y a regra do 
quociente. 


No próximo exemplo mostraremos uma aplicação dos 
logaritmos natunis а processos de crescimento. Muitos outros 
problemas aplicados envolvendo ln aparecerão em outros exem- 
plos e exercícios deste capita. 
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EXEMPLO 7 
O modelo Count € uma fórmula empíica usada para predizer a 
altura de шта criança em idade pré-escolar. Se A(x) denota а 


altura (em centímetros) na idade x (em anos) para | = x s 6, então 
Hi) pode ser aproximada por 


Ha) = 10,228 4 5,104+ 9,222 lax 


(a) Preveja n altura ca taxa de crescimento quando urha criança 
atinge a idade 2. 


(b) Quando a taxa de crescimento é máxima? 
SoLução 
(a) А айша па idade 2 é aproximadamente. 
М2) = 70,228 + 5,104(2) + 9,222 In 2 ~ 86,8 em 
sa depuis aa aN 
начае) 

— 

——— 


Logo, a taxa de crescimento no segundo ariversirio da criança 
é de cerca de 97 cano. 


(Ы) Para determinar o valor máximo da taxa de crescimento 
(x) achamos primeiro os números críticas de N. Dife- 
renciando ha), obtemos 


rom 1). te 


Como A(x) 6 negativa para todo x em i h não iem 


meros criticos em (6) Decore do Teorema (4.13) que W” é 
decescene em (3.6). Censeqienemente, o máximo de s) 
core em x = Lito é, a шка do crescimento é máxima na idade 
de 3 meses, 


Concluiremos esta ceção investigando In x quando x —> w 
© quando x=» 0%. Se x»l, podemos interpretar а integral 


Г (UD di Inz como a área da região exibida aa Figura 710. 
А soma as Areas des rs retngulos da Figura 7.1 € 
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Como a área sob o gráfico de y = Ut de rm La t= 4 É ln, vemos. 
que 


4> >1 
Segue-se que se M é um número positivo racional abitrário, estão 
Min4>M, ou >и 


Se x> 4%, então, como In é uma função crescente, 


ГЕТ 


Isto prova que podemos fazer In x arbitrariamente grande, desde 
m que tomemos x suficientemente grande; isto é, 


neo 


Para investigar à caso x — 0*, notemos primeiro que 


Ct Biehl-hrs0- hire 
TF, te 
fd S i 
Fira sat Одо x tende para zero por valores positivos, e cresce sem 
tiri e, assim, o mesmo ocorre com la (IAN Consegientemen- 
de, -in (14e) decresce sem шай мо é 
m 
xXERCÍCIO 72 o 


seres. 134 Determine Г) pura fo) dui. 


Imre) Tm 

Sma) Mt 

вымем‏ اداد 

laa إو‎ 

9 nica E 

Isle тїз 3 
ЕТТ 

Bn Pela ' d 
25 aces e 25 сад) 
Өе Е 


ED Er 
E] EDEN] 
3 leer) U da[oex-ents] 
Exers, 3538: Use a diferenciação implicita par 


eae y 


38-92 
36 y loi) e-3 
э1хһу-уюх=1 
зву ef nyssees 


Елэ. 29-4: Use а dferendocio оранка pua 
achar дий. 


B уе (e Prr 
40 y (ха Dee 2) 3) 
Aly уйг Ts 


ay Vaca 


45 Ache a equação da ungene зо gráfico de 
yu t In (2r = 5) no ponto P3, 9). 

A6 Ache a equação de царете ao gráfico de 
уехал perpendicular à teta da equação 
megs. 


47 A figa Eom gio dey = Sinx- 


ordenadas do ponto mais alio, е mostre que o 
tráfico é cóncavo para taixo para x> 0, 


ан А бриз é um fio de y ln (e 41) Deter. 
"ineo pomos e ода 


› 


€—— 


49 Pode-se obte uma aproximação d idade Т (em. 
anca) de ита baleia azul fénes a partir de uma 
medda L (em pés) do seu comprimento, aplican- 
do a fórmula T=~251 In [87 LYS}. Una. 
bala azul É avistada por um navio € seu com- 
primento é estimado em 8O pts. Se sero mixino 
та estimaiva de L é «2, ше diferencis para 
aproximar o erro máxima de Т. 


А relacio de Ehrenberg, In Wain 24+ 
0184, E uma fórmula empirica que relaciona 
altura h (cenímetos) com o peso W (em 
quilogramas) de creas de 5 a 13 aros, Esta 
ийа, com pequenas modificações nas cons- 
ame, tem sido verificada em vários países Ache 
a lação ешге as taxas de variação ФИЙ e 
“at, para o tempo + (em anos). 


SI Ша foguete de masta m 8 abastecido com 
combustivel de massa my, que será queimado а. 
иша razio constante de b Ку. Se o combustível 
é expelid do foguee a uma taxa constante, а 
disâncias( em mes que о foguete percorreu 
apis t segundo é 


seti imim- in 


para ums consante c». 


(al Ache a velocidade inicial e а aceleração 
inicial do foguete 
@ О conbusivel se esgota quando «m, b. 
Acht velocidad ¢ a aceleração nest is 
[os 
52 Un método de estimativa da espessura da 
camada de ozônio consiste em liza a fo 
atn (UM) = BT, onde 1, а intensidade de um 
‚ terminado comprimento de onda de uz do sol 
antes de atingir а atmosfera, 1 é intrsidade do 


406 Co co Om nali Сд? 


С Оев? Pongo ncia login 


menta comprimento de onda эмд passir por 
vma cuado de ыо de T centimetros de 
espessura, e B € o coefigiente de soria рево 

primenio de onda. Sigonha que рап um com E 
pimen de onda de 3455 x 10" centímetros (уру Saja Jla) a (e) é ate) VE. 
Com, Bo 27, se tenha E = 23, eum oie 


(NÉ at) «вз 
Q)É fe)» s) em [3,641 


(9 Bini de pao те Дед, É 
EI 


б) Aproxime а espessura да camada de onto 
a menos de 0,01 em, 


б) Sco епо máximo na medida do valor T€ 


+ 01, use diferenciais para apoximr о emo 
+ máximo no vabr bio em б). 


55 Descreva а diferença enire os gráficos de EISS (a) Use а regra do арен com 1-4 pará 


eya КУЛА 
54 тоосго pico de (0) Estime o erro em (6) aplicando (537) 
اده‎ Ы 


7.3 A FUNÇÃO EXPONENCIAL NATURAL 


Na Seção 72 vimos que - 


lin nr= e lim nx 


мо nes permite provar o seguinte resido. 
Teorema (7.14) 


DEMONSTRAÇÃO 


Notemos рйтейэ que se x=, então 1n 1-0. Além dio, É 
como ln ё uma função crescente, 1 é o único valor de y tal que 
hay, 


positivo b tal que 


mi<rehb 


Como In é contia, utiliza todos os valores entre In 1 e lab 
беја a teorema do valor intermediário (226)). Assim 

meio y entre 1 e b ial que Iny =x. Como In é uma função 
crescente, exito apenat um número como еше. 


Finalmente, se x € negativo, ertão existe um númeo 
[pe 


mbexemi 


Definição (7.15) 


Figura 242 


Definição de e (7.16) 


s, como anteriormente, b exatamente um número y entre b ¢ 1 
tal que пут. 


Decore do Teorema (7.14) que o contradomínio do loga- 
tmo natunl é B. Como In é uma função crescente, é um-a-um. 
e, assim, admite uma função invesa, à qual daremos um nome 
especial. 


A tão do termo exponencial nesta definição logo se 
tomarî clara. Como esp é à inversa de In, seu domínio € R e 
seu contralomírio é (0,01). Além disso, cono em (7.2), 


y =expr seo somente se хешу 


onde x é um número sal arbitrário e y» 0. Pelo Teorema (73), 
podemos tambén escrever 


Bp =x e exp(nyj=y 


Conforme observamos na Seção 7.1, se duas funções slo 
inversas uma da outa, ento sens gyáficos são reflexões Em 
relação à seta y = x. Logo, о gráfica de y = exp x para ser obo 
teflcindose o gráfico de y=inx em relação а esta mta, 
conforme ilustrado ns Figura 7.12. Note que 


dim apse e lim expa=0 

Pelo Teorema (716) exis exatamente um número real 
positivo cujo logaritmo é 1, Este número é denstado por e. O 
matemático шо Leonhatd Euler (17071783) foi um dos 
primeiros a estufa extensivamente as propriedades desse número. 


Ea Кр ral oii ea 


Na Seção 72 calculamos о valor de vários Jogar 
Pode-se mostrar, pela regra do trapézio, que 


(Veja o Exercicio 25 па Seção 5.7). Aplicando as Definições. 
(79) e (116) obtemos 


1m27<Ine<I28 


e ао 
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“Aproximação de e (7.17) 


Definição do е (7.18) 


Teorema (7.19) 


2л «е «28 
Miis adiante, по Teorema (7.32), mostraremos que 
elim (1 ey 


Esta fórmula limite dá а aprovimação de e com qualquer 
алш de precisão. Na Seção 7.5 obteremos а seguinte aproxima: 
ão com cinco casas decimais. 


EE 


Pede-se mostrar que e £ um smero irracional 
Ser é um nûnero racional artitrário, entio 
менген уг 
Pode- usa а fórmula la e” para motivar uma definição de 
para lodo número real x. Especificamente, defnirenos e 


“como о número seal у tal que In y «x. Veja abaixo uma forma 
conveniente para memorizar esta definição. 


ве Кн dise 
Rd a aa 
aika oat d 


Ws 
Séc somênteso hy r лод 

Como exp & à função inversa de lo, 

expt=y seesimentse lay =x 
Comparando esta relação com a Definição (7-18), vemos que 
€= expx para lodo x 

Esta ёа razão para chamamos exp uma função exponencial 
© referimo-nes а cia como função exponencial de base e. O 
gráfico de y=e* £o mesmo que о de y= exp x, ilstrado na 
Figura 712. Daqui por diante escreverem е“ em lugar de exp 
x para denotar valores de função exponencial natural, 


О fito de que In (erp) == para todo x, e exp (Ina) =x 
pers todo x> 0 pode ser agora escrito como: 


ius 
АРМЕН as ies 
[e ER rara todo x 0 


Serio apresentados alguns casos especiais deste teorema. 
na ilustração sepuinte. 


ILUSTRAÇÃO 


Teorema (7.20) 


Teorema (7.21) 


+ netas + таё VET 
ur 


+ dm eru 


O Apêndice Ш, Тара B, apresenta valores de e e e, 
Para obter valores aproximados de e* com uma calculadora 
cientifica, utilizamos à tec [2º] ou a sucessão [INV] lax] - 
Outra maneira é utilizamos а tecla [7] com у» em 2,71828. 


О próximo teorema afirma que as leis dos expoentes. 
válidas para potências de e 


DEMONSTRAÇÃO 

Pelos Teoremas (7.12) e (7.19), obtemos 
Inde-lndelne-peqelne** 

Como a função logarítmica natural é um-a-um, 


são análogas. Na seção 
ja para r irracional. 


Pelo Teorema (7.7) a função inversa de uma função 
ditecencitvel 6 dierencivel e, assim, D, e existe, O próximo 


teorema afirma que ¢“ é a própria deriveda. 


DEMONSTRAÇÃO 
Por (i) do Tecrema (7.19) 
ne=x 


Diferenciando cada membro desta equação e usando o Teorema 
(7.11) com а = e^ obtemos 


De) =D, 6) 
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1 
inea 


Dee 


| EXEMPLO 1 
Se ji) =e, colete f) 
| SOLUÇÃO 
Pela regra do produto e pelo Teorema 721, 
70) рун еру 
=e se2) ехе) 
Tooroma (7.22) = 
à 


DEMONSTRAÇÃO 


Fazendo у = ё com и = (+) e utilizando a regra da es 
Teorema (721), temos. 


Se um x, então o Teorema (722) se redux a (721) 


EXEMPLO 2 
Se y = eT, calculo бу 


soLução 
Pelo Teorema (122) 


EXEMPLO 3 


A função f definida por (2) =e"? aparece no ramo da 
matemática chamdo probabilidade, Determine os estremos 
locals бе f, estude a concavidade, ache os pontos de infexão e 
esboce o gráfico de f. 


soLução 


r= 


Como 6 E sempre positiva, o único número erfico de f 60. 
Sex <0, ento f'(x) > 0, e se x» 0, entio f'(x) < 0. есите do 
este da derivada primeira que f tem máximo local em 0. O 
máximo é f() - e? «1. 


Aplicando a regra do produto a f) obtemos 
Pe D, e eer p (a) 
sez) -eta 
ey) 


e assi а derivada segunda é zero em -1 ¢ 1. Se =1 <4 <1, 
então f'(x) < De, por (416), o gráfico de f é côncavo para baixo 
mo intervalo aberto (-1,1). Se a<-1 ou 171, f'()»0 e, 
Portanto, о gráfico é côncavo para cima em todos os 
infinitos (e, =1) e (1, =). Conseqüertemente, PC 
001,77) sio pontos de inflexão Pela expressão 


10-71 
Za 


evidente que, quando x cresce numericamente, Дк) tende para 
@ Podemos provar que lim f(1)=0 € lim f(x) 0; isto 6, o 


кох é ита assíntota horizontal A Fi 
do gráfico de f. 


| 
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Аз Tunes exponenciais desempenham um papel importante 
10 campo da radioterapia — о truamento de umors pela 
"adici. A fração de ойша em um temor que sobrevive a um 
tatareno, chamada fração sobrevivente, depende não só da 
energia е ratureza да radiação, ms чает da profi 
tamanho e características do próprio tumor. A родо rd 
pode ser cosiderada como uma si de eventos potencialmente 
danosos, em que se xi apenas um acerto para matar una cé. 
do tumor. Suponhamos que cado clita tenha exatamente um 
alho que deve ser acetado, ou aingidb. Se k denota o tamanho 
médio da céu de um tumor c £o número de sven 


(а dose), então а fração sobrevivente fix) é dada por 
0) е 
E a chamada fração sobrevivente do бро um alvo-um acerto. 


Suponhamos em seguida que cada célula tenha n alvos e que 
ә fato de atingir cada alvo uma vez resulle na morte da сё. 
Neste caso a fração sobrevivente um aho-im acerto é duda por. 


f) =1-0 ety 


E Mem ox cn um (af rli E RES 
No próximo exemplo examinaremos o caso em que пе 2. maneno pot to^ premeontaonômero de células sis que serão moras durante 
"m premi 
Se cada célula de um tumor tem dois alvos, entio а fração р 
sobrevivente дов alvos-um aceto é dada por EXERCÍCIO 73 
f)ei-(-etmy RENS p | 
Tuer. 190: Demi ` tus 20 
ande k é o tamanho médio de una célula. Analise o gráfico de aynata duda =з ana f 
f рма determinar o feio do sumento de dosagem £ sobie O nue ne 
Seco da fosa decla de tuor ie 12 e | 
E e Benet preme 
solução e is зат rd 
Notemos primeiro que, se x ^ 0, enia f(0)- 1 kto & se nio há iore queso fedem mes 
dose, ento todas as cia sobrevivem. Ditsrencando, ме пов E 1 
й E E эш 30 (e) 
A кы) see Heres, 134: Use а diferenciação inpia pam 
20-69) пер) o ste жара | 
و ار د م‎ | 
Como 70) «0 para todo 250 e f(0)-0, э função f é аз fs que) [rd oiga ل‎ | 
decrescente е o gráfico tem uma tangente horizontal no ponto ңе re Moyne | 
(0,1) Pode. verificar que a derivada segunda é nes se 3 ACE A 


Figner et 


У (tação sobrevivente) 


Porto de 
infexio 


ali 2 32x) 
Figura 7.14 Fração sobrevivente de 


Vemos que f^ix) «0 se 1- 227 -0 (sta é, se eta! ou, 
equivalememente, =ke = In] «In 2). Isto dá 


a=lin2 


Pode-se verificar que se Ox<(18)In2, ento f") <0 е, 
assim, ө gráfico 6 chncavo para baiso, Se > (LI) la 3, então 
T0020 е o gráfico é côncivo para cima, Iso implica a 
оделе de um ponto de inflsão com coordenadace 
(UA) 1n2. A ccordesaday desse ponto é 


A Figura 7.14 é o gráfico para o caso k =1. O ombro na curva 
próximo ao ponto (0, 1) representa а natureza limiar do 

mento; ito é, uma pequena dose resulta em uma eliminação. 
milo pequena do tumor. Note que, se x é grande, então um 
aumento da dosagem tem ровго efeito sobre а fração sobrevi- 
verte. Para determinar а dose ideal a ser administrada a um 


yel- 0643 +2em 1,2. 


eretas anannan nana 
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эв Ade а equação da tangente ao prático de 
утк-Є" panela à reta Ge 2707. 

Vere 3742: Ache os extremos locals def, Deter- 

mine onde f é crescente ou decrescente, disewa в 

“concavidade, ache os pontos e inflexão é esboce o 

prende f. 


v fest EE d 
y jure СУИ 
1 xlas а fi) na 


аз Uma substância radioativa decai de acordo com 
a fórmula (= 0,879, onde q, é а quantidade 
inicial da substância, € uma constante positiva, 
e) 6 qualidade semmesctae арип tempo 
1. Most que a taxa na qual а substância decal é 
proporcional « af) 

44 A corrente Lem um cicito elttrieo no insane 
fê dada poU) = Mt, onde R a resistência, 
La indutância e 1, а comente no instante 1-0. 
Mostre que а taxa de variação da corrent по 

nte 1 proporcional a I) 


45 Se uma droga é injetada em uma corrente san- 
linea, sua concentração 1, minutos depois, E 
nda por 


atire 


para constantes positivas a, b e К. 
(o) Ems не irstante ocorre a concentração ті? 


(0) Que se pode dizer sobre  concetração após 

um longs periodo de tempo? 

46 Se um alo de luz de intensidade K é projetado 
venicamente para baixo ma água, então sua 
intensidade (x) à profundidade de x metros é 
КЕ 


la) A que taxa de intensidade está variando em 
Tehgio À profundidade a 1 metro? A 5 
metros? А 10 пепо? 


б) A qe profundidade анель аде £a mebde de 
avalan soie Unicode sevo 


ат O modelo Jenss Ё considerado geralmente como 
a fórmula mai precisa para predizer а altura de 
uma сїзєт idade presa. Se h(a) deno 
à atua (em centimetros) na dade т (em anos) 


para 4526, estão Mo) pode ser apronlmada 
pot ч) = IDAL + 6e UA, (Com 
pare com o Exemplo 7 da Sedo 72) 

(a) тт} a айма c а tosa de crescimento 
gado uma rang atinge a ide de amo. 

(0) Quando é malo, e quando ë menor a taxa de 
cescimento? 

48 Parauma população de faia africanas, o peso 
Wien quilogramas га idade (em anos) pode 
ser aproximado or uma função de crescimento 
de Berianlanffy Wal que 
Wis 2.6000 O Step 


(8) DE uma aproximação do peso e da taxa de 
тексин de um бта 


(ы Supondo que uma elefanta adulta pese 1.870 
kg exime sua idade e sua taxa e rescimer- 
юрете. 

(9 Ache e interprete im... Wi р 


(0) Mostre que a taxa de crescimento é máxima. 
re и dades дезе 6 sot. 


49 As ийиде: gamma, importantes em ests- 
dos de controle de ligo e teoria das proba- 
bilidades de trifego e teorin da probabilidade, 
são determinadas por f) = ee" par x>0, 
um inteiro postivo n, ama constante positiva а, 
em ar a, A бри exibe gráficos correspon- 
dentes a em 1 para n= 2,364, : 


C) Se п=4, determine onde f(a) crece más 
rapidamente 


50 O número elio soca de gis em um 
recent que se moves а una velocidade de y 


Fe eve, onte 7 é a temperatura em 
СК). т é а mácula e ¢ são constantes 
ров. Most que о valor máximo de F 
cone quando v- VT, 


S1 Um modelo de densidade urbana é uma fórmula 
que relaciona a densidude populacional (em пб. 
meis?) om distância (ип quilómetros) do 
cento da cidade. É considerada apropriada par 
ceris cidades а fórmula D нае +, com a, b 


53 Oo aee td ts ров 
float 
parax> Oe constantes рой ae b. 
(6) Mostre que f tem mio em 1. 
sd: ué, э Aut ө jue vi 
46) =p tea máximo em go) чуо. 


53 A іа de crescimento А de um tumor свй. 
relacionada com teu tamanho x pela rquação. 
Re rx la (Ka), onde re К são constantes posi 
чал. Mostre queo tumor cese тай rapidamente. 
quando x= e 


51 Se р enn о рео de venda (em cruzeiros) de 
um алдо e x é а procura corespondente (em 
полето de artigos vendidos por dia), então à 


relação еше ре x pode ser dada por p= pr 
para constantes postivas р, e а, Suponha 
p 300.273. Deleruino o preço de venda que 
masimize a receita diri. 


55 Еш estatistica, a função de densidad de probi- 
biliade para а бей rormalé definida por 


para números resis к е a» 0 (4 € a média e o 
E variância la disribuição) 


Ache ов extremos locais de f e determine onde 
F E crescente ou decrescente, Discuta a советы. 
"ade, ache os ponos de inflexio, determine 
tim, .. fla) elim, ‚__ 700, ceshocro grifico 


de f (veja o Exemplo 3) 


[P 
Vie repr do uniri, om n 10, para spo 
жш ela inegale amO ¢ be 1. 


87 Os impulsos nervosos no corpo humano ai 
kam do Jogo de Tras nervosas que constem 
trium ason, que raspa o impuso envolvido 
ри uma camada тела (veja a figura), A ba 
бооң é senclbane а um cabo iio вој. 
do, раз о qual а velocidade v de um impulso é 
ши por ¥= AUR In (IR), onde ré оао do 
¿bo Ré о шо de isolamento, Ach o var de 
ЭЖ que masimize v. (Na тойа das tas 
тиги, ren) 


Camada mici 


58 Fasa о gráfico da fração sobrevivente tipo més 
alvos-um acerto (com kel) dada por 


Fa) = L- (1-0) бей o Exemplo 4). 
Еке. 39-60: Use о método de Newton para 


M Cálico Geometria Ars 
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7.4 INTEGRAÇÃO 


Teorema (7.23) 


Podem-se usar fórmulas de diferenciação de In para obier 
fórmulas de itegração, Em particular, pelo Teorema (7.11), 


-L 
0,1011 so et 
desorrendo, абста de inteação 
Fay ro latae 


о que É reformulado no próximo teorema em termos da variável w. 


Se a gir) 0 е gê dilerendêvel, 


ааыр 


Naturalmente, se u>-0, o símbolo de valor absoluto pode ser 
omitido. Caso especial do Teorema (7:23) é 


IAS 


soLução 
A apresentação da integral como 


1 
I Er 


sugere а aplicação do Teorema (7.23) com u = 3e -5. Fazemos 
assim a subsituicio. 


ием2-5 ©-е& 


Inoduzindo o for 6 no integrando e aplicando o Teorema 
(0.23) temos 

1 ip 

secte fs s ntn uf 


=Hnful+C=tnpe-s|+C 


Outra técnica cor 
рог} du e integrar. 


em substituir a expressão xd na integral 


EXEMPLO 2 


симе f. 


SOLUÇÃO 

Como 1(9 — 2s) é contínua em 2, 4}, a integral definida exist, 

Um método de cálcalo consiste em utilizar uma integral iadei- 

nida para achar uma antiderivada de 1/(9-- 21) Fazemos 
uag- dude 


e procedemos cono segue: 


Aplicando o teorema fundamental do cálculo, 


fige lent 


*- dn 1-InS)- 215 


Outro método consiste em fazer a mesma substituição na 
integral definida е mudar os Smiles de integração. Como 
u= 9- 2x, obtemos o seguinte: 


6) Sex-Zeniouas 
üD Sex=d,entor=1 


inen 


ibas ita], 


1091-09-005 


Teoroma (724) 


бемане Ат» Co 7 


EXEMPLO 3 


Caen, f n 

SOLUÇÃO 

Há баз байд possíveis: и = VIS e и In x. Utilizando 
usns denia, 


então 


E 


A substituição а= VIS, que também pode ser usada, 
condaz а manipalações algébricas mais complexas 


A fórmula da derivada De = eg) dá a seguinte 
Anata de integração para a função exponcacial natural, 


Jeg demet» cC 


ıo qoc € reformulado no prósimo teorema em termos da variável u- 


(—HÓ 


y PELA 


EXEMPLO 4 


Сиене 


= Је 


Cap 7 Funes pencils е earimicas s09 
sotução 


(8) Escrevendo а integral como 


enm “1 
fees 


O integrando pode ser posto na ferma proposta em (724), 
introducindo-se о {йог =3, Feto isto e compensando con a 
miliplicigko por - } obtemos: 


(0) Utilizando a anderivada achada еп (a) e aplicando о 
teorema fundamental do cálculo, tems 


Podemos também calcular 
da subeituição. Tal como em (s) fazemos umf, 
du = (Mi Mi, е observamos que, se x«1, então u-3 ¢, se 
x =2, ento u=3, Consequentement, 


30 Clio com Geometria Anarca Cap 7 


| 


Kap Funções exponencial e ogarimicas SIL 


A integral fedt, com amO, ocare fqentement, 
Pode-se mostrar que 


Jerte 


sejausando o Teorema (724) seja mostrando que (ah é uma 
antiderivada de e“. 


ILUSTRAÇÃO 


. Jetje 


“c 


Jerda 


Na próximo esemplo esclveremos uma equação diferen- 
cial que contém expressões expone 


EXEMPLO 5 
Resolver a equação diferencial 


& x 
Deserto 


sujet ds condições inca y ¬ 
soLução 


“Tal como no Exemplo 6 da: Seção 5.1, podemos multiplicar 
“ambos os membros da equação por dx e integrar: 


dy (e + e) de 
1ө-[вё vin) deu a fene 6 реза 
yA pe e 
eee 
Levando em conta a contigo inicial y = 4 se x= 0, obtemos: 
AS 


Logo, C4-3+2-3, ea solução da equação di 


yea, 


EXEMPLO é 


Ache a área da região detimitda pelos gráficos das equações 
ye yo Vi ab eat, 


soLução 


A Figum 7.15 exibe a região e um retângulo do tipo considerado 
no Capitulo 6. Temos: 


из do retângulo: de 
comprimento do redngulo: «VE? 
жез do тейри: (VE) de 


Usamos em seguida um mit de somas dessas ireas retangulares 
aplicando o operador fy 


f enin f o tms 


umen | 


No Capitulo 5 estabelecemos fórmulas de integração para ! 
в seno е о coseno, Não podemos, entretanto, àquela allum, 
considerar as quatro fenções trigonométricas restantes, porque, 
como veremos a seguir, sus integrais dependem de funções 
Jogartmicas, No teorema supomos и = s(a), com g diferenciónel 
em todo o campo de definição da função. | 


цо Ленар 2. 


DEMONSTRAÇÃO 


Hasta considera o caso u=, pois as formulas para u = sf) 
decorrem do Teorema (5.7) 


Para achar fige de, utilizamos primeiro wma identidade 
trigonomésica para expressar tgx em termos de sen ve cos 


Jef aE qro f sense 


A юта do integrando à direit sugere ubico 
prox descend 
o que nos dá 
[чх&--]1% 


Secos #0, então, pelo Teorema (1:11), 
ахаасаа. 


Pole se ома de modo análogo uma fórmula para fcotx dr, 
escrevendo cot x = (cos sen). 

Fara achar uma fórmula para (sc x, começamos como. 
see: 


ferente [мезет 


Гена 


1 r 
“Tg exer smear 
Lançando mão da sibiitigio 


келеш den (secx tg x4 seex) de 
obiemos 


Suert fl do 


эс 
месх» цус 

Demonstração análoga vale para (iv) 
Vtlizando сози = ecu, senu= ewu e Ini) = 


= -In v, então as fórmulas (i) e (ii) do Teorema (725) podem 
ser eseritas como, 


'igudu-tn|secu| «C 


AS 


©? مىت مينم‎ бырышын 313 
EXEMPLO7 — * 


Саше [хон 


soLução 


Para obter a forma feotu da, fazemos a sulstituição u=, 
du=2xde 


ınımduzimos a seguir o tor 2 no integrando: 
[ке ас- finite de 
СИРИЯ 
[xot а [ийи Ln sena eC 


ТЕА 


EXENPLO s 
Cair f ui 


soLução 
Fazemos a substituição 


z 1 
ui, didis 


"—— — Шай, 
Laia 
affe z [ose] 


No caso presente podemos desprezar o sinal de valor absoluto 
do Teorema (725i), pais secu 6 positiva para и ente 0 e 
яй, Como li sec(aH4) =In VZ =3 la 2 e InsecQ = In 1 =0, se 
mese que 


- 
Faas 


SH Cielo com Geometria Amalia Сек? 
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EXEMPLO 9 


Catar fe sec ea 


soLução 


Fazemos BO fofo mae 


m аага e 
нөө КУУ аера 
[erdum Ges eye de юш] au 
feud 
i uarie pre 
шс etus C 
(x2) (2+ Ina)" 
“alee sige |+ عرو‎ — ag Bau 
asit 167—1 
* RT 


EXEMPLO 10 
tin: fous mfescha вра 


pom, 


SOLUÇÃO Е 


fiser- 9 а= fiese i2 se) de 


mir nj- 
foe dta fee caes fe 


P 
REE RSE SE 
т Cano 9 estos curo métodos para impar Jetset 
expresses оова, 
ајысы 
s fet sendo 
sia 
25 
а "m 
eft м fg кез 
of ze ° 
sapete afro занора 36 fest - dde 


Exerci 37-38: Determine a regio delimitada pelos 
үйбө das equações dadas, 

Iyad, pol x<0 x3 
Wyler узб, x-0 хела 
Exéres 39-40: Determine o volume do sólida gerado 


pela rotação da região delimitada pelos gráficos, em 
forno do eia» indicado. 


yet, уз аюу 
“Opostos, ama х=, yel eho 


Exerc 41.44: Resolva equação diferencial sujeita 
ds condições das; 

aT y eo 
ay-w" Res ye 


IP 


aye yscley 
d yes yy 


aera 45-46: Una furgo nio-negativa f бейи 
em un intervalo cha cama fugio de 
densidad de probidade ef fo) de= 1. D 
dd do qa fd riim o ima 
onçã de densidade de pride 


282100 


3ا م fle‏ 45 


46 f) к табах 


47 Uma сайма de bactérias cresce па taxa de 
368% por hor, om em horas + 01220. 
(a) Quintas bactéries novas estarão sa сымша 
após as primeiras cinco hos? 
(0) Quantas Васі novas sio introduzidas da 
sexta hor a décima qarta horas? 
(9 Para que valor aproximado de 1 a cultura 
оше 150 bactérias navas? 
48 Um investimento de $ 500,00 dá juro de 7% no 
эло, сарйайаздо continuamente, ¢ pis 1 anos 0 
investimento valerá 500e UN, 


(6) Aproximadamente, quando о investimento 
valerá 10000 


0) Quando o valor do investimento estará cres- 
ndo à тыйо de 5 5000 por ano? 


Ми Code com Gomera Analice Cap 7 


19 0 lor especifico e de um metal como a praia é 
vane temperaturas Tacima de 200 "K, Se 
sonent do metal aumenta de T, BT a frea 
sa emva y -efTdeT, a Tp éelamadavariação. 

¿le drop AS, que é uma media da desordem 
V do sistema. Express AS em termos de 


унео de 1.952 em Assam teve uma mag- 
lol d 7 ta esena de Richir — a maior já 
tata! (O terremoto de Sio Francise de 
1) nacos magnitude de 7,5) Os навба 
y miraromque, se o maior terremoto em dado. 
› tem magnitude R, então o energia E (em 
des) Мастаба por todos os tesemotos naquele 
+ esimada pola fórmula 


ы Ша 


хт E se Re. 


cao composta де uma bateria de 12 
comente I 


19) Se QU0) =0, determine QU) 


(0) Determine a carga no capacitor após um 

rg período de tempo. 
Vim pus que tem presertemente uma reserva de 
Û) тиде de toreladas de carvão, gastou 65 
toneladas durante о ano passado. Com base em 
mojeçães de população a taxade consumo% (em 
lhes de o/a) deve crescer de acordo com 
mula R= 6,58%, cade tt o tempo em anos. 


Se o país ulia apenas seus própiosrecusos, 
estime em quanto tempo as reservas “estarão 
poeni 

33 Uma par exféica muito pequena é lançada 
no ar com velocidade inicial de v ms, mas a. 
velocidade decresce em razão das foças de 
эпаздо. Sua velocidade após f segundos é dada 
por Mg" para uma constante positiva А. 


(a) Express a distância percorrida peli garcia 
como função de £ 


(0) A disténcia de parada £a distância percor- 
“a pela patcula antes de entrar em repouso, 
prese а ditinca de parada em temos de 
wek 

4 Se a temperatura permanece constante, s preso 
pe o volume y de um gis em expansão são 
felaionades pela equação pv = Крал alguma cons- 
lante E Mostre que trabalho realzado quando o 
se expande de vy зу, € ln (o) (ugestão: 
Veja o Exemplo da Seção 66) 

el teres 55-36: Se Ta c Tó são apromimações de uma. 

integral defirida obtida pela regra do trapézio com. 

Zen = 4 tespetvamenie, nto pode-se mostar 

que R- (474 Ta € em реги, а melhor aproxima 
до. Determine Та, Ta, To К para a integral dad, 
decida зе R ou Tip € a melhor aproximação. 


as f e ac oai 


56 рооза tant 


7.5 FUNÇÕES EXPONENCIAIS E LOGARÍTMICAS GERAIS 


Em toda esto seção a de 
Comecemos po definir o 

E um número racional т, então, aplicando cs Teoremas (7.17) 4 
e (712Û) obtemos 


Esta fórmula motiva a seguinte definição de a": 


wae 


turê um nimero real роо, <= 


` Definição de ах (7.26) 


ILUSTRAÇÃO 


Lels dos expoemes (7.27) 


РЕТИ 


отино ed оз‏ کر 


Se f(r) = т, ento f €a função exponencial com base a. 
Como e é positiva para todo x, também o € a", Para aproximar 
valores de a, podemos utilizar uma calculadora ou consillar 
tábuas de fungeslogarmicas e exponenciais, 

Podemos agora provar que a li dos Jogaritmos enu 
no Teorema (7.7200) vale também para expoentes ітасі 
Assim, se u é um número real arbitrário, ендо, pela Defii 
(726) e pelo Teorema (7.19, 


nene turno 


iada 


O próximo teorema afirma que as propriedades de expoen- 
tes cionis da álgebra dementar são também válidas para 
expoentes reais, 


DEMONSTRAÇÃO 


Para mostar que a'a” = 
(120) e do Teorema (7200 


Para provar que (4)'= а”, aplicamos primeiro a Definição 
(125) com a" em lugar de ae vex: 


узе" 


ми Calcio com Gomera Anata Cop. 7 


— orn ETT) 


Teorema (7.28) 


Levando em conta que ln а* = u Ina e aplicando a Defini- 
ção (126), obtemos 


[d 
A demonstação das les restantes é análoga. 


Como de costume, ma pane (i 
к=), com g dieresciava, 


@ Datena G) D, am (a"in a) D, u 


DEMONSTRAÇÃO 


do próximo teorema, 


Aplicando à Definição (7.26) e o Teorema (722), obtemos: 


Dya D eH езерна) ева) 


as isto eos d a mola (i): 
Dino 
A fórmula) decorre da regra da cadeia. 


Note que ss a «e, então o Teorema 0.2800) se reduz a 
(121) pois In e «1. 


ILUSTRAÇÃO, 


DERI 
+ D,10'=10*1n10 


Vj] avr 


+ рудо===(0=* п 10) D, sen x = (10777 Ш) cosa 


Son omo) Te 


Se a» 1, então Ina» 0 e, assim, D,a"= a" kı a > 0. Logo, 
sé ê crescente no Intervalo (=,=) sea > 1. 


Seco 21, епо Ina «De D é = a Ina «0, Азы 
é decescente para todo x s D <a < 1. 


As Figuras 7.16 е 717 sio os gráficos de y=2 e 
y= (fF 227. O gráfico de y = е o aspecto geral ilustrado. 
ma Figura 7.16 ou 7.17, conforme se tenha a» 1 ou D<a 1, 
respectivamente 


Penra 717 


orema (7.29) 


Se a gli), é importante distinguir entre expresses da 
forma а“ ¢ u”. Para diferenciar a', aplicamos (7.28); рага и", vale 
a regra da potência conforme listado no próximo exempl. 


EXEMPLO 1 
Cakulary! sey (1) et 
soLução 

Aplicando a regra d port 


«о Teorema (728), obtemos 
y= 1068 + (2a) + (10% 10 10120) 
2002 + 1) +10" in 10] 


Al fórmula de nego em (1) do próximo verema pode 
ser verificada mostando-se que o integrando é a derivada da 
expresso no membro dii da equação A formula (1) decore 
do Teorema (128)8), onde u ga) 


E ese | 
EXEMPLO 2 
pn 


е fra o fada 


SOLUÇÃO 
(a) Utilizando () do Teorema (729), obtemos 


(®) Para aplicar (i) do Teorema (729), fazemos a substituição 
ا‎ а-л 
é procedemos como sege: 


JJ det fd 


J he com Geometria Analice Се? 


Cop 7 иш oponente ырыа за 


EXEMPLO 3 


Um problema importanis na oceanografia consiste па determi 
ação da intensidade da luz em diferentes profundidades do 
oceano, A Lei de Beer-Lambert afirma que, а uma profundidad 
e x (metros), а intensidade da uz Да) (em сатаев) é 
da por (x) г, onde 1, е а são constantes positives 


Definição de log, x (7.30) 


@ Qual £s intensidade da luz m superficie? 


(0 Ache a taxa de variação da intensidade da luz em relação. 
A profundidade, а ema profundidade de x metros, 


(6 бео 04 € = 10 determine a intensidade média da luz 4 
nte а superficie e uma profundidade de x metros 


@ Mostre que Дэ) = e para uma constar А. 
sorução 
[E 


superfície х= e 
[OM 


Logo, 
(Ы A taxa de variação de (1) em relação a x é (e). Assim, 
T) = Het tn a) = (in ад) (пау) 


Logo, a taxa de variação IG) À profundidade € diretamente 
proporcional a f) e a constante de proporcienalidade € In a. 


lencidade da luz na superficie é Jy- 


Teorema (7.31) 
(€) Se a)» 100,04)", então, peia Definição (529), o valor 


médio de no intervalo [0,5] é 
1 


ILUSTRAÇÃO 


Se а*1 e f(x) =i, então f é uma função um-a-um, Sua. 
função inversa, denotada por log, x, € chamada função ngarit- 
mica de base a. Outra maneira de enunciar esta relação € 


A expressão log, x, € chamada logaritmo de # ma base a. 


Nesta terminologia, os logaritmos naturais são logaritmos de base 
своє 


[T 


Valen para logaritmos de base a leis análogas às do Teorema 
(aa. 


Para obier a relação entre log, е In, consideremos 
y= log, x ou, equivalentemente, x = е. Tomando о logaritmo 

atual de ambos os membros da última equação, obtemos 
Inx=y ln a, ou у= (яхта), Isto prova que 


[m 
“Ina 

Diferenciando ambos os membros da última equação, somos 
conduzidos а () do próximo teorema, Utilizando а regra da 


Cadeia e generalizando para valores absolutos como no Teorema 
(7.11), obtemos (1i), onde п = g). 


геу, 1O4 de2 бау de 
1 Ж MEC 
di [raa oa] "to 1097-049 
91952 À 
MBA ae 
@ Aplicando a Definição (120) obtemos 
MO ее = neo, 


onick-Ina, 


омак) 


mi 


Os logaritmos de base 10 são úteis para certas aplicações 
(veja оз Exercídos 45-51 e 33), Chamamos esses Jogaritmos de 
logaritmos comuns e utilizamos о símbolo log x como abrevia- 
tura de log, x. Esta rotação € usada po próximo exemplo. 


S Cue com безен Айша Cup 


Cap? ере esponenciais ешш эз 


EXEMPLO 4 
Se f(x) = log EFSF, calcule f) 
soLução 
Escrevemos primeiro у(х) =log (Lc + 5P, A lei logi = 
=rlogu é vilida somente de > O; mus como (e + o 
= [2785], podemos proceder como segue: 
Sape logs spo 
ЕЕ 
EE 


EOE 
T$ mo 


Diferenciando, obtemos 


T 1 4 
Te" 37119 2:45 8 Six ую 


“Agora que definimos expoentes irracionais, podemos con- 
siderar a função potência generalizada f dada por fle) =x 
para qualquer número seat c Se c 6 irracional, catio, por 
definição, о domínio de f é o conjunto de números reais 
positivos. De acordo com a Definição (726) e os Teoremas 
(122) e (11) temos 


Dx «D eere! D (etna) 


-f 


Ito prava que a regra da potência é válida tanto para expoentes. 
racionais como imelonais. A regra da potência pera funções 
pode ser estendida a expoents irracionais 


ae 


ILUSTRACAO. 


Nd 
роверс ey Df een) 
a + e) Qe) „эя MA 4 att 


Teorema (7.32) 


EXEMPLO 5 


Scy ei e x> 0, deemine D y. 


SOLUÇÃO 


Como o expoente em xº é uma varifvel, não podemos aplicar a 
regra de potência, Da mesma forma, o Teorema (728) nio & 
válido, pois a base а não € um número rel fixo, Todavia, pela 
Desinição (720), x = e"** para todo x>0 e, ento, 


Dye De") 


ent [nn 


v К) 


uta maneira de resolver este problema é utilizar o método 
а dikrenciução Jogarimica introduzido na seção precedente, 
Neste caso, tomamos o logaritmo natural de ambos os membros. 
da equação y = x е diferenciamos implicitamen 


шрек atos 


Dij) e Dein) 
n 
Apy=1+nx 
Pr 


Dyna) 


Concluiremos esta seção expressando 0 número e como um 
mito 


DEMONSTRAÇÃO 


Aplicando a definição de derivadi (3.3) а f() = tax e usando 
as les dos logaritmos, obtemos: 


hee) =x y, 


ET En] 
Гое fim PED i 


SH Citado con Geometria rala Cap 2 


2 ADE 


Como f'(x) = Vs temes, para x =1, 


Como a função 


im (+= im pen 


to estabelece a 


ser obtido mediante a mudança de variável л = 1/h com h > 0. 


As fórmulas по Teorema (7.32) são algumas vezes usados ` 
рата definir o número e. Você sem dúvida achará interessante ` 


DII 


rema (749) que 


[m 


exponencial natural & contina cn 1, segue-se ў 


do Teorema (225) que 


celta لے‎ 


te () do teorema. O limite па pare (i) pode 


¿cular (1 +)" para valores numericamente pequenos de A. 


Sio demonstrados a seguir alguns valores aproximados. 


ED EA EL 
001 270814 | -0m 2731999 
[o 2716924 | -oo алво 
O00) — "2718146 | -omo олив 
QOO 2718268 | -ooo 2718095 
oowoo 2718280 | -oooi — 2718283. 


Com cinco casas 


decimais, e~ 2,71828, 


Exincicios 15 
Estes. 126 Семе ft) para ДӘ das semo Oreo 
т 15 ПЕС 
am as 
Зарба) 6 gajic- 
A Dr 
Бы xe nes 


И шн 
dts nae 
mam M (corzo) 


BWE бз 5 ر‎ 
DUO a 
Freres 27-42: Code s integat; 


mera 


Ыр та 


EIE 
эш] 
эде a 
» fio" de 


jure 


“la 
1 
falsa 


эз [s senz de 


aro de 
(fea 
i2) [£d 
(o fi de [E 


3 Ache a área da rito delimitada pelos ¿ficos 
Фу+7,х+у-1ех=1. 


44 A regido sob. ко de pa 3% de 351 a 
372 gira em mmo do eos. Determine o 
“volume do solido resulant 


45 Um econonista prevê que c poder aquisitivo 
A de uma moeda em {anos conar de agora, ~ 

imiruirá de (acordo сот à fórmula 
30-095). 


fe) A qué Gia, apoximidanicnic,étar joder 
aquisitivo diminuído daqui a dis ana 


D) Es opoderaquistivo médio бей moeda 
тог próximos dois зек? "Т 


46 Quando um pesson ingere amet wn com. 
emo ativo de 100 migra ita 
maul a droga entra na corte sala é 
revista em К = 5095) manin. Sea comete 
gia nio contém nenhum traço de opa 
¡ando e lot о comprido, аста 6 ешр 
secs (em minutos) para que SO migas 
caem conte апра 

47 Mi trt de um anê de idade são бидода 
ım uan lago, O número de is vivas pós anos 
é dado por M - = 1009403. 

(0) De uniä aproxima di ta de mortstdade 
did nos temos te Le 25 A que toa a 
рор et dérescendo quando N = 007 

Ee qu o pe YO Gom Torns 
semente de acordo com $ Fórmula 
WO 02 4,5% Após quantos tos, qp 

> о niter) шш @ Tas dc 


48 А preso Р do vapor (em pei) шта meda da 
volatilidade de um liquido, es relacionada com 
saa temperatura pela equação de Antoine: 
log P =u 4 [Hc + ТЇ pan спина, 
presio do vapor штепа rapidamente cem о 
incremento dalempeatura Determine ae conções 
эйе a, b e с que garantam que Р £ uma função 
esent de 1. 


49 Os quimicos esa um nero dentado per pit 
ua dever қрианацтав а кй as 
Euiciéado de soluções. Por nato, 
==, тае cnet E 
fis ранет mel paio Pars ses 
e de vinagre css (um турысын 
misimode 2155) qe "| 6305 Cak 
cade o pit e nd pa тиши Gs 
pascal mário o cat 


50 A magnitude R (na escala Richer) de um terre- 
mot de intensidade Y pode ser obtida mediante 
fórmula R= log (1), onde / 6 uma cera 
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intensidade mínima. Suponha que a intensidade 
de um сото seja estimada e 100 vezes Ty 
Se o erro percentual máximo па estimativa € 
= 1%, use diferenciais para aproximar о ero 
реката) ino no cálculo do valor de R. 


31 Зей Ro) reação de um individuo um estímulo 
de intensidade x. Рог exemplo, ез estinule x é 
а salinidade (em gramas de salio), Rin) pode 
Ser a estimativa do individuo quarto no gra de 
ЗАА. cm uma escala de 0 а 10. A fórmula 
de Weber Fechner R = a log (ss) com a cons- 
tant postia, foi proposta coma uma funcio 
par relacionar R com x. 


(8) Mostre que R= O para o estudo limiar 
ER 


(0) A dervada 5 = ddr é а serstividado so 
aível x de estimulo e male a capocifade de 
recta pequenas variações no nível de est 
nulo. Mostre que $ é inversamente propor- 
Чом a x, e compare SÛ) com St, 


51 А abra de um som, experimentada pela ouvido 
humano, busca-se no nivel de intensidade, Urra 
fórmula usda para achar о reel de intensidade 
“aque corresponde a uma intensidade [do som 
é а = 10 lop (Uh) deci, ande 1, é nm valor 
‘espesial de, qué о sem mais fraco perceptível 
pelo ouvida humno em сены condições, Ache 
à ta de variação de а em relação a 1 se 


(9) 110 vezes maior do que 4. 


9) 161.000 vezes maior do qué 1, 


(e) 1€ 10000 vezes maior do que Jy (Este é o 
ive de intensidade da voz média.) 


53 Se tm principal de P cruzeiros é investido em 
эта poupanga por ¡anos Маха anual (expressa 
como decimal), e a taxa ¢ composta n vezes por 
30, o montante А арб. 1 aros € dado pela 
órmia do jaro composto А = P] + tn 
ө) Seja hein mostre que 
nA =la P eta (Led 

D) Faga m= ese а expreso de parte (a) 
para estabelecer а бити A = Pe” da cha- 
mala capitalização continus, 

S4 Estabeleça o Teorema (737 ашал o 


En và рше (| € э тыйа de vail 


ss Prove 


Jim [Gn] fend 
ш fai aoo Teema (73250. 
S6 Fazendo h= 0,1, 001 e 00, voa qual das 
seguis eei dà» mellor aprieto 
de e pra pequenos valores e e 
[M 
Dem 
q 
5? nt, sos mesmos cinos coordenadas, = 


у-ва 


®) Se região R delimitada pele gráficos e pela 
eta = 1 gira em torno do eos, estabeleça 
uma integral que permita aproximar о vlu- 
me do 0040 reltan 


Cop? Бабе exponenciais elgarimien $27 ( 


7.6 LEIS DE CRESCINENTO E DECAIMENTO 


Saponfamosque uma quantidade física varie com o tempo e que 
a magnitude da quantidade no instante f seja dada por gl), q 
sendo diferencável е ди) > 0 para todo. À derivada qi) é 1 
taxa de variação de gli) em relação 20 tempo. Em muitas 
aplicações esta taxa de variação é direument proporcional à 
magnitude da quantidade no tempo isto é, 


4f) e eq) 


ma constante c. O número de bactérias em cestas 
in copa Gi sain. бея ato de onn 
i) é pequeno, entia taxa de crescimento qi) é pequens; 
tcn, à medida que о número de bactérias cresce, а taxa 
de crescimento também aumenta, O decaimento de ums subs- 
fina radioativa també obedece a шта [c analoga; à medida 
que a quantidade de matéria diminui, a texa de decaimento — ist» 
É a quantidade de radiação — ambem decresce. Como ilustração 
final, suponhamos que so deixe descarregar um condensador 
Чё. Se a carga no condensador é grande no inicio, a taxa de 
descarga também é grande; mas, conforme a carga dimi, o 
condensador descarrega mais lentamente. 


Em problemas aplicados costuma-se expressar а equação 
4 = cat) em termos de diferencias. Assim, se у = (7, pode- 
mos escrever 


de 
d 


Dividindo ambos os membros de última equação por y, 
obtemos. 


=o ou dye 


Como é possível separar as variáveis y е £ — no sentido de 
que elas podem ser colocadas nas lados opostos do sinal de 
igualdade — а equação diferencial душ! = cy é uma equação 
diferencial separável. Mais adiante estadaremos беа абата. 
te tals equações, e mostraremos que é possível obter soluções 
integrando ambos os membros de equação “separadi” 


(1h) dy = cdt. Assim, 


Б-га 


см 


do y> 0, 
ту-а+4 


| 
__ | 


| 
| 
: 


Teorema (7:33) 
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para alguma constante d, Segue-se que t 
ر‎ ге 


Se y, denota o valor inicial de y (isto €, o valor corespondente 
4 r= 0), então fazendo t=O na ülima equação, obtemos 


ر 
e assim а solução у = e! pode ser eserita como‏ 
me‏ 


Acabamos de provar о seguinte teorema 


“jo du tino iene de zi que > D pan todo 
1, e seja у, о йог de y em £=0, Se ФУ cy para alguma 
constante, endo uy! 


irene 


O teorema precedente afirma que, зе о taxa de variação 
de y = бф) em relação a t é diretamente proporcional а y, então 
y pode expressar-se em ternos de uma função exponencial. Se 
y sonents com 4 a fórmula у = y, é uma 14 de crescimento, 
€ se y decresce, lemos uma lel de decaimento. 


EXEMPLO 1 
O número de bactérias em uma cultura aumenta de 600 para 


1.800 em duas horas. Supondo que а taxa de aumento seja 
diretamente proporcional ao número de taciéras presentes, 


PE pm o mr bc oito 
00 a med sn en de to banat 
soLução 
(а) Denotemos por у = qli) o número de bactérias após t horas. 
iz eq) 180 Fr il, 
4 
ho 


Seguindo precisamente os mesmos passos da demonstração do 
"Teorema (733) obtemos. 


m 


Como y = 1.800 quando £= 2, chegamos às seguintes equações 
equivalenes: 


1800 бе", 3-е, 4-3" 
Subido o valor de # em y= 600, obtemos. 
p= Uy, cu y= 6003) 
(b) Fazendo r= 4 em y - 6008)%, obtemos 
у - 60069) = 600(9)= 5400 


EXEMPLO 2 


metade id desinegrar-se em 1,600 anos. 


(a) Estabeleça uma fórmula para а quantidade y remanescente 
de 50 miligramas де rádio puro após t anos. 


(0) Quando retro apenas 20 йиз? 
soLução 
(а) Fazendo y = qli), então 

3,74) «50 е (1.600) = 50) -25 


Como йй = cy р 


algm 6 decore do Teorema (133) que 
y-se 
Como y= 25 quando t 1.60, 
25 و‎ qu emas 
Va 
ege en 
Subeindo o valer de é em = e obtemos 
у= 2)! ou. y « 502) 


(0) Em vista de у= 2) 89, notamos que o valor de rem. 
que y =20 € uma solução da equação 


20-02) 49 qu 2m 
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ор. 


Usando logaritmos naturais de cada membro, obtemos 


Tom 
1600102 
nz 


2-5 


EXEMPLO 3 


A ei do resfriamento de Newton afirma que а taxa na qual um. 
objeto se resfri é diretamente propocioral à diferença de 
temperatura entre o objeto + o meio ambiente, Se um objeto sc 
esfria de 125F a 100'F em meia hora, quando a temperatura 
do ar ambiente é де 75°F, determine sua temperatura no término 
da próxima тей hora. 


soLução 


Denotemos por y a tempentun do objeto após £ horas de 
Testriamenio. Como а temperatura do meio ambiente 6 7 
diferença de temperatura é y ~ 75 e, então, pela lei de restia- 
mento de Newton, 


E 
AL) 


para alguma constante с, Separardo. 


veis e integrando 


зя 
figs fen 
In(y- 75] e cte b 


para b constante A última equação € equivalente a 
ENA 
Como y = 125 quando =, 
15-18 کیت لی‎ ou 8-50 
Logo. 
y- 15-509, ou y=50e%475 
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Corsiderando que y = 100 quando t =} somos levados às 
seguintes relações equivalentes 


1025092475, Maleta 


Substituiado e* por ! em у = %е" + 75, obtemos uma fórmula 
рап a temperatura após «horas: 


ET 


+15 


Em particular, se r= 1 
9-50) 175 87,5% 


Em biologia, usa-se ds vezes a função G definida por 


бф) «detis 
para estimar o valor де uma quantidade vo instante t. А função 
Са chamada função de crescimento de Gompertz, Tal função 


É sempre positiva e ciescerte, mas tem um límite quando 
£ ee, O gráfico de G é à chamada curva de crescimento de 
Gompertz. 

EXEMPLO 4 


Discuta a função de crescimento G de Gompertz е esboce o seu 
gráfico. 


soLução 


Notemos primeiro que o iwtercepto-y é G(0) = ker e que 
буф) > 0 para lodo 1. Dierenciando duas vezes, obtemos 


G'() лер Cae 


GU) ABle-h-*p mae 


ABD ABe ye 


Como G'( > 0 para todo t, а função G'E crescente em [0,01 
A derivada segunda С") é zero se 


Resolvendo a dhima equação em relação а f, chic 
t= (1/8) In A, que é um número critico da função G”. Deixamos 


!I22??????222222222222222292222229— 
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co 


“como exercicio mostrar que, neste instame, a taxa de crescimento Д 
€ toma o valor máximo Be, Pode mostrar também que 


lim G(9=0 е lim G()-k. 


Logo, À medida que aumenta, a ха de crescimento tende para 
бс о gráfico de G tem como asintota horizontal a reta у =k. A 
Figura 7.18 é um gráfico tipico da função б. O ponio P no 
gráfico, correspondente a = (1/8) In A, é um ponto de inflexio, 
+ a concavidade muda de sentido em P. 


No próximo exemplo consideramos uma quantidade física 
que aumente até atingir um máximo e em seguida decresce, 
tendendo sisintoicamente para 0. 


EXEMPLO 5 


Quando o wrániose desintegra emchurbo, umá fare do processo 

É o decaimento radioativo do rádio em gás radon. O gis radon. У 
entra nas casas ifundindo 6 através do solo, e causa problemas 

de saúde quando inalado. Se uma quantidade Q de rádio presente 
após í anos é dada por 


“e 


Am 


(eee) 


ont, rio yl 280 cone dd H 
_ увы 


mento para o rádio e o gås ivamonie, 


(8) Ache a quantidade de gås radon presente ini 
“após um longo período de tempo. | 


(0) Quando é que a quantidade de gás radon atirge o máximo? 


SOLUÇÃO 


(0) A quantidade inicial de gás radon é 


Ao crescer sem limite, 


A00 
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z 29. (0-0)=0 


Logo, durante um longo período de iempo, а quantidade de pás- 
radon decresce, tendendo para 0. 


(0) Para achar os números crlicos de A, iferenciamos, obtendo 


O) 


Assim, A) «0 зе 


grae 


Este valor de t corresponde ao valor máximo de A. Subsituin- 
do os valores de e, e c obtemos а aprosimação 


EXERCÍCIOS 76 


1 0481 anos - 66 dias 


2 O número de bacterias em uma cultum aumenta 
dt 5000 para 15,000 em 10 hos, Supondo que 
lana de aumento seja proporcional зо número 
de bactérias presents, esabeleça um fórmula. 
pers о ár de bactérias a сыйма по instante 
1 Estime o número no lémino de 20 horas. 
Quasdo verá 50.000 número de bactérias? 


2 O isótopo de poldalo fo tem uma meia-vida 
de aproximadamente 140 dias. Se uma amostra 
pesa 20 miligramas inicialmente, quasto restará 
após 1 баз? Quando restart, aproximadamente, 
após биз semanas? 


3 Se a temperatura € constante, então а taa de 
viso da pressão baromëtrica р em relação à 
tua hé proporcional ар Se p= 76 on ao nivel 
“So mare p = 74 cm quando h = 305 m, determine 
a pressão а uma altitude de 1.525 m. 


а A população de uma cidade aumenta à аха de 
5% o ana Se а população atual é de 5010002 
ana de ame £ proporcional a número de 


pessoas, qual зей a população daqui a 10 anos? 


$ Os agrônomos ciman que seja ocessrio 144 
de апе рал produzir alimento para uma pesson 
e que há 10 bilhões бе acres апу no munda 
Logo, se eo hosver our fonte de recursos, б 
poderão ser sustentadas 40 bahöes de pessoas A 
popelação do mando no ourego de 1.980 era le 
kno. Supundo que a população aumente à 
taxa de 2% о ano, e ре а taxa de aumento seja 
‘proporcionat ao adoro de pessoas, quando scd 
atingido a população máxima? 


6 Uma chapa de metal aquecida se resra de 180 
para 1507 em 20 minstos, quando exposta аз a 
temperatura de ӨЕ. Us le do estamento. 


de Newton (veja o Exemplo 3) para би uma 
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aproximação da temperatura da chapaao cabo de 
uma hora de resfiiamento. Quando é que a 
temperatura жай MOF? 


7 Umternémero externo registra uma tempera 
Ф AY. Cinco mitos após зи induzido em 
ита sala onde  temperanra é de 0F, o term- 
metro registra GO. Quando registra 6577 


BA лаза та qual о eal se disolve ma dg é 
diretamente proporcional à quantidade que per- 
manece não dissohvida. Se so colocados 5 quilos 
de sal em uma vasilha com бра e se 2 quibos se 
dssolvem em 20 пилшоз, quanto tempo será 
necessário pra que mais 1 qui se isola? 


э De acordo сип а rim lei do Kat 
circuitos elétricos, V RI + ШШ, onde as 
constates V.R, e дета a forga clero 
A resistência e à indutânci, respectivamente, e 
1 denta а somente no instame х Se s farga 
eromotrie  ntemompia no instante tm) ese 
a corrente 1 no instante da ntrrnção, prove 


m 


10 Um féico acha que una substância radioativa 
descosheri registra 2000 emtages por nito 
em um contador Geiger. Dez dis depois à 
subtdacia registra 1.500 contagens por minulo. 
Dê uma aproximação de sua meia-vida 


11 A pressão do ar F (m aos) а ama ade 
de zeros acima do nível do mar ё uma solução 
da equação diferenciat APde 98р, onde 
pl) Em demidade do arna allude + Admitido, 
que о м obedeça À Já Мей doe gares esta 
equação diferencial pole ser escrita 
Pide = ОМОР, onde Té temperatura (em 
"KJ à altitude 2. Se T = 28 - (01 ese a pressão 
E de 1 atmasfera во nivel do mar, expresse Р 
como função de z 


12 Durante o primeiro mês de cescimento de pro- 
dutos como millo, algodão ¢ soja, а шша de 
небом (em pario) & proporcional xo 
peso presente W. Para deteminada espécie de 
Algodão, didt = 21. Prevja 0 peso de uma 
planta no ténino de um més (= 30), se а planta 
pesa 70 miligramas no início do més. 


130 estóncio90 radioativo, Sr, con meia-vida 
de 29 anos, pode causar ciet бикә t scies 
romanos, A substincia é transportada pela chuva, 
penetra no solo pas а-аа de produtos 
Alimenticios Estima-se qe, em determinado cam 


po, ontvet de rudiostividade seja 2,5 vezeso nivel 
de segurança S. Durante quantos anos, apoxina- 
“met, o campo permanece contaminado? 


14 О istopo radioativo artificial "Cr, com mein- 
vida de 278 das, pode ser usado em teses 
médicos pua localizar a posição da placenta em 
mulheres grávida, O topo deve ser excomen- 
“ado a um aboraóro médico. Se ão necessras 
35 unidades para um teste, e se 4 ente pelo 
aboraóro leva дов das, estime o número mi- 

vs de tidad ot анадай, 


15 Os veiriários usam o pentobarbital de эбдо 
par anestesiar animai. Suponha que, pua anes- 
ез um cachorro, sejam necessários 30 milia 
mas para cada quilo de peso do animal. Sto 
peniobartitai de sódio € eliminado exponencal- 
mer da cores ваша, е se a metade é 
eliminada em quatro horas indique aproximada- 
mee а done mecemária pers anestesia por 45 
minutos um cachorro de 20 quilos. 


16 No estado da fisiologia pulmonar, ussse a se- 
guise equação diferencial para descrever o trans 
port de uma substicia através de uma parede 


m 


onde Кё a concentração de hormônio no sangue, 
160 tempo, V € a taxa máxima de transpor, 
O £o volume do capilar eL é uma constant que 
mele a afinidade enire os horménios ¢ enzimas 
gue facilitam o processo de transporte, Determine 
A solução geral da equação diferencial. 


17 Uma sonda espacial 6 Jangada da Terra. Des- 
prezandose а resistència do ar, uma equação 
diferencial para a velocidade após а queima do 
combustível é (dé) = -ky ^, onde y € a tlis- 
їка do centro da Tera e K é uma constante 
positiva. Sey, £a disánci do cetro de Terra por 
ocasião ба queima ev, é а velocidade corespon- 
dente, expresse y como uma função de y. 


в À temperaturas elevadas, odióxićo de sitrogênio, 
NO, se decompóe em NO е O, Se y() é à 
concentração de NO, em mols por litro, entio, а 
0 ^K, yU) varia de acordo com a ei de regio 
de segunda ardem бй = 0,057? pua o tempo 
em segandos Expossa y em termos de £ 2 da 
concentração inicial y 
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19 Uso а боша do сане 4 рма deem 

a ido de espécimes arqueológicos ou gelági- 
Ts, Бие método tna e no мо de que © 
авон, isopo hstîvel (C) edd presente 
то CO, na atente. As planos asim 
сабоо da uten; quindo morem o “С 
жаллы começa a decair, com ma meia-vida 
de aproximadamente 5.700 anos. Mendo e a 
«guiado de "C que vena em um espécime, & 
тоа determinat quando organisme monta 
Suponha que um co fia зона 208 da 
quantidade de “С presente em um so dos dias 
Ai, DE ume aproximaci da idade бо ato 
p 


20 (Ref. Execíio 19) isótopo de hidrogênio jI 
теп uma melavida de 12.3 anos; é produzido na 
почет pelos raios cfsmicos e trazido à tera 
pela chura. Seo madsiramento de uma velha casa 
contém 10% da quantidade de ЭН presente no 
mudeiramento de wma casanova, determine apro- 
Ximadamente з idade da casa vha, 


21 Artmostra di Тепа absorve aproximadamente 
32% da radiação proveniente do Sol. А Ter 
também emite radiação (a maior parte om ferma 
Se calor) e а atmosfera absorve aproximadamente 
Site дева radio. А diferença entre radiação 
que enva na Tem е s que sal é chamada 
ajena. Modificações nest equi po- 
m aferar o dima da Tera Seja 1, a intensidade 
¿de vadis do Sole Га ненае depois de 
percorrer uma distância x та atmosfera Se ph) 
Ea densidade da atmosfera na altitude A, edo a 


pones t ODA PU ce kE 


uma conste de soto ¢ 1 é dada por 
Ta 1, Monte que did Ар. 


22 Certos processos de aprendizagem podem ser 
ilusrados pelo gráfico de f (= a + (1 =e") 
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рик constantes positiva 
“Estima que um empregado novo pode produzir 
cinco unidades de terminado antigo no primei 
o dia de trabalho, Na madida em que о empre- 
tado adquire prática, a produção diária aumenta 
té atingir um máximo. Soponha que no nº dia 
de tolo, о número f (n) de unidades prod 
das sea dada aproximadamente pela fórm 
Flnd=3 4201 e tm 


fa) Esime о número de unidades produzidas no 
quinto да, no 24º ди е no 30! 4а. 


O) Esboce o gráfico de f, de n=0 а ne30. 
(Gráficos deste tipo so chamados curas de 
aprendizagem, e São utilizadas com freqiên- 
cia та educação e еп psicologia) 


23 Uma ойша смеа tem volume Y e ea de 
“super 5. Um modelo simples de crescimento 
e same mts, dee que a ша de 
cxscinento ФУ! seja proporcional à dca da 
aperi da célula. Манат qued V/a = AV para 
algum E» 0 express У como uma função de € 


24 No Teorema (733) admitimos que а шка de 
ação de uma quntidade qno insane ja 
“ietiment proporcional a d) Determine 900 
se яи taxa de vação é dirlamente proporcio- 
sa fat. 


25 Comreleracia oo exemplo 4, 


(0) чейре se Це б um máxima para G'- 


б) Meere que 
lim, e бй =0 eli GU) ek 


(9 Esboce o рй de G se = 10, A=2 € 
в-1 


26 Grate a до de crescimento de Gompertz 
то neral [0,5] pan К> 1, 328 = 1, 


: Determine f7 e). 
2fü-9-2 з 


Exees 14 


AS 


Enseres 34% Моше que f admite uma h 


inversa e determine [Dx f Hole a para en 
Кеч 


31020805, 


E 


EM 
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ANNs, з» 


seta ыраа 

seres 38: Determine Г) pura f) dub. 
stojá-sP|S emb]! 46 a JAE de fg к 
E OS 
vi e fic fae gga 
rrr eat а/а 
DE: ч! sema 
tome 17 (ена 

en» PI 
Widiger — 2$. Xen 

۳ 

na o mde аја 


a Vire 


пи" 

a pell 5i" sep 

e 3 eoe 

M ecce TE 

35 cuf dr sese 

Y Genet ب ود‎ 
Pate 


Feres 39-40: Use a diferenciação implica pore 
terminar y. 


PURO rta 


Yer 41-42: Use a diferenciação logaritmica para 
acha df 


a Pega ay Vc WEE. 
Feres AX: Calcule s integral 


E zi 


see a merae 


af e afore Pa 
өзек D 
ж [TT а 


аа Jue cede 


генна 


72 [TG inire 


Ten 
тз fete па (5500 a 
лв Језа 76 f oos ecse 2ede 


M fonte res do тв JERE ar 


тэ Resolva à equação diferencial y” e=% э 
is condições y= J, Ey = 2163-1. 


80 No crescimento populacional sazonal, a popula- 
чо qi) no tempo (em anos) aument durante a 
primavera e verão, mas limiti no ovtonoe no 
loverno. Uma equação diesen, às vezes wa- 
das para descrever este tipo de fenômeno de 
exncimento, Eq (df) А sen 2л, onde A> 0 e 
10 curresponde an primeiro dia da primavera. 


(9) Моше que a população д0) suona 
® se = 40), ache uma fórmula para 40 


MI Uma puricua se move sobre uma reta coor- 
denada com uma aceleração, по intante 1, de 
€” cm. Em 1 = 0 a paticula estê a origem e. 
sia velocidade é 6 сту Determine a extensão 
“o percurso da panicula no Intervalo de tempo 
19,4) 


82 Ache os extremos locis de f(a) =x“ Ins para 
250. Discuta a coocividnde, ache ca ponios de 
inflexio e esboce o gráfico de f. 


383 Ache а equação de tangente a» gráfico da equa- 
io pese? e In[2-52] no ponto PU, e 


34 Ache a área da regio delimitada pelos gráficos 
das equações =, pal? +), 2*0 exe 


85 A regio delimitada pelos gráficos de y= e", 
1-2, x= -3 е y=0 pira еп toma do dixo 
Ache o volume do sólido gerado. 


B6 A estimativa da população da йа e 1580 fi 
de 651 milhões, ¢ a população tem crescido + 
эша axa de aproximadamente 2% 0 an, com 

de crescimento proporcional о número de 
labiates Set denota ө tempo (ип вав) apót 

1980, ache uma fórmula para (д, a população 

fem miles) no tempo t. Supondo que est 

elevada taxa de crescimento continue, estime a 

população € а tax de crescimento populacional 

para o ano 2000. 
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87 Uma subsinci radioativa tem vida de 5 din. 
Quanto tempo levará para que uma quantidade 
A se бейнеле нё restar apenas 1% de A? 


% А equação de determinação de dta рер carto- 
DOT =-R310 nx é usada para prever a idade 
T (em anes) de um fóssil em ternos de porcen- 
tagem 10 de carbono ainda presente no espécie 
бео Exercicio 19, Seção 26), > 


ө) Se x=004, estime a idade do юз м 
aproximadamente 1.000 anos 


(0) Seo опо máximo па estimativa de x па pate 
(9) E = 0.005, use diferenciais para aproximar 
o erro máximo en T. 


29 A axa m qual 6 açicar se dissolve та gn € 
proporcional quantidade ainda ndo dissolvida. 
Se 3 quis de абси sto colocados em tna 
vasilha com ágaa à 1 hora da tarde, e metade se 
live нё 4 oras da are, 


(2) Quarto tempo Пети para que mas 1 quilo 
se боа? 


Cb) As € horas da noite, dos 5 quilos iniciais 
quanto estará dissolvido? 


DO рев ei do resfriamento de Newton, а taxa na 
qual um objeto se панба é diretamente propor- 
cionat à diferesça de temperatura estre o objeto 
+ o meio ambiente. Se (0 denota a tenperatura 
mo tempo, mastre que f() = TALÃO) 
onte T € temperatura do meio ambi 
ua constante positiva. 


m 


» 


A bactéria E. col ole uma divisio de céluas a 
cala 20 minos. Partindo de 100000 células, 
icermise o mero de сёз após 2 horas. 


92 A equação dencia p de cvdp «0 descreve 
a mudança абаваба de estado do ar para a 
рар, о volume , uma constante e. Resolva 
em relação a p em termos de v. 


d ^ Capítulo 8 

| FUNÇÕES 

| "" TRIGONOMÉTRICAS 

- INVERSAS E HIPERBÓLICAS 


INTRODUÇÃO 


O capítulo começa com uma revisão das 

funções trigonométricas inversas estudadas 

nos cursos de rigommenia. Em seguida 

aplicam-se métodos do cálculo para obter 

fórmulas de derivadas e integras, Como os 

valores funcionais podem ser vistos como 

Angus, isto nos permite considerar aplica- 

ез tais como a mensuração da tara de 

variação do ángulo de elevação quando uma 

pessoa observa um objeto em vôo, achar a 

“axa та qual gira um faroh, determinar um 

ângulo que minimize a perda de erergia 

quando о sangue flui através de um vaso 

sanguíneo. 

As funções hiperbólicas, definidas na Seção 

83, slo usadas em ciências fslease engenha- 

ia para descrever а forma de um fio flexível 
Suspenso peas extremldades, para determinar 
à velocidade de um objeto em um meio 
existente como oar ош а дда, e para estudar 
a difusão do gás radon através de uma parede. 


O capitulo termina com um estudo das fun- 
ões hiperbálicas inversas. Tais funções año 
utilizadas principalmente para calcular certos 
бро de integrais. 
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0.1 FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


ILUSTRAÇÃO osi o cec 


pom 


Definicáo (8.1) 


н. о КТ: Autores ingleses e americanos denotam а func wen x por sen”! 


Como as баде ignores no so um aan, мы adiri- 
em funções inversas (veja а Seção 7.1). Todavia, restringindo 
convenientemente seus domínios, podemos obter funções uma- 
um que tenham cs mesmos valores das funções trigonométricas. 
+ que tenham funções inversas nesses domínios restritos. 


Considerenos primeiro о gráfico da função sem, cujo 
domínio é R e cujo contradomínio é o intervalo fechado 
1-1,1] (veja a Figura 81). A função seno nio € tm-1-um, pois 
duma reta como у= 1 intercepta о gráfico em mais de um ponto, 
Assim, números comordó, Sul6 -7/6 originam a mesmo valor 
funciona, {Mas se restringirmoso dominioa [-2/2, x7] então, 
conforme ¡usirado pela райе sólida do gráfico da Fira 81, 
oblemos uma função crescente que toma cada valor da função 
seno uma e somente uma vez. Esta nova função, com domínio 
1-02, 902] € contradomínio [-1, 1}, é contínua e crescente e 
assim, pelo Teorema (7.6), admite uma função inversa que 
também é continua e crescente. Esta função inversa tem domínio 
1-1,1] e contradomínio [=1/2, 1/2] Isto nos lera à seguinte 


аша 82. 


Propriedades de 
arceen x (8.2) 


1 
+ суз мока. 


Logo yat. 


enttoseny= - i 


+ Seym areen 


Logo y= g, 


Usando o método introduzido na Seção 7.1 para eshoçar o 
gráfico de uma função inversa, podemos traçar о gráfico de 
у= arcen х refletindo а porção sólida da Figara 8.1 em relação. 

reta y= x. sto produz a Figura #2. Poderíamos também usir 
a equaio y= seny, com -V2 «у = х, para obier pontos do 
máfia 


As reações ЛУ) mx e fC) =x, válidas para 
qualquer função inversa f~", dão as seguintes propricdades: 


É importante notar que о =1 en sen! no deve ser 
considerado como expoente sim uma simples rotação 


O mao d não зу! too de a 


É preciso cautela ao utilizar (82). Na terceira parte da 
dustração precedente, 20/3 ndo está cante —1/2 c 1/2 e, assim, 
não podemos aplicar (i) de (82). Em lugar disi, utilizamos 
propriedades de ângulos especiais (veja a Seção 13) para 
Calcular primeiro sen (2/3) e achar em seguida ислеп (3/2) 


Podemos também definir funções trigonométricas inversas 
das ostras cinco funções trigonométricas. Se restringirmos o 
domínio da função coseno a [0, л] (veja а parte sólida da Figura 
83), obteremos uma função continua decrescente que tem uma 
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função inversa contínua decrescente. Isto condiz à seguirte Como cos e arccos são funções inversas uma da outra, 
definição. obtemos as seguintes propriedades: 

Definição (63) Propriedades de arccos (84) 

ILUSTRAÇÃO 
3l А каас 
+ ез[ме=[-1\]--1 pie le 
a 6 AA 
ILUSTRAÇÃO i ] 


NM 1 
+ Sey- mcos} ento cos y= 1. é бау. 


Logo, y=3 


tpe Denon + мунк 


2 
MS 


Podese obter o gráfico da função inversa do cosemo 
refletindo a pare sólida da Figur 


Isto origina o esboço da Figura £.4, Poderíamos também aplicar 
a equaçãos — cos у, com O у =, para achar pontos do gráfico. 


Figura à 


NO 1 воло caso aco seo autres ngeses senos irem coe" хеп риле arcom x 


керез 


Note que na terceira parte da ilustração precedente, -n/t 
não está ente Û ex с, assim, não podemos wtžizar (ii) de (84), 
Em lugar disso, calculamos primeiro cos (-144) e, em seguida, 
achamos arccos (2/2). 


Restringindo o domínio da função tangente ao intervalo 
aberto (-x/2 m2) obtemos uma função contínua crescente (veja 
a Figura 85). Usamos esta nova função para definir a função 
inversa da tangente. 


O domínio da função arco tangente é Re о contrudomínio 
é o intervalo aberto (7/2, x). Obiémse o gráfico de 
у= мах за Figura 8,6 refletindo se o gráfico da Figura 85 
em reação à reta y ex. 
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Figura 8.6 


“Tal como com as finçêes resen e areos, temos 


TERES йн эйт 


Propriedades do 


| da; атар [m PAN 


ILUSTRAÇÃO 


۰ усана) әна aye е -eyt 
lego y= 
= бв 1000) =1.000p0r (8.94) 


ыш r 


2 


+ чав (ign) carts =D 


EXEMPLO 1 


Determine o valor exato de sec (arctg 2) 


soLução 


Fazendo y-arcigi eno (ya. Queremos secy. Como 
-u2 <arcgx<ai? para todo x е 1g)» 0, segue-se que 
D ey < x2. Asc, podemos considerar y а medido, em odias, 
2 de um ângulo de um viângslo retângulo al que tg y = conforme 

¡usado na Figura 87. Pelo teorema de itgoras а hipotenusa é 


ima? VITET = VIS. Referiadonos s triángulo, obtemos 


(qp Partes vigmombricas imer e hiperbslicis З 


Se considenumos o gráfico de y «sees, veremos que М 
muitas maneiras de restringir x de mado а obter uma fungio 
umam que tome lodos os valores da função secante, Não há 
acorda universal respeito É conveniente restringir nos intervals 
10, 2/2) e л, 3x2), conforme indicado pela parte sókda do prático 
de y =sec x na Figura BB, em lugar dos intervalos "mais tura” 
10,212) (0, л, porque a fórmula de diferenciação para inversa 
da secante É mais simples. Mostraremcs па próxima seção que 
D, мп x= V VE - Т}. Assim. o coeficiente argilar da rea 
tangente ao gráfico de у = arcsec x É negativo se x <1 e positivo 
se x >1. Para os intervalos mai naturals o coeficiente angul 
sempre postivo, e teriamos D, arcsec x = [e | Ve - T). 


y= sex 


por 


fo função args зета 
бшш" 
decipi. cy MEE 


para |x| = 1 ey em [0,2/2) oa em [x 342). 


“Senotada por arcsen (ou sec 


A Figura 83 apresenta о gráfico de y = aresee x 


A função inversa da co-tangente reco, ¢ а função inversa 
da co-secant, arccosse, podem ser definidos de maneira ani- 
loga (veja os Exercícios 31-32). 


Os exemplos seguintes ilustram algumas manipulações que 
podem ser feitas com funções trigonométricas inversas. 
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Fiera 810, 


yacen 


Figura 811 


EXEMPLO 2 
Determinar o valor exato de sen (arctg 1 arccos $) 
soLução 

Fazendo шема) е veses 
ento [n 


Queremos achar sen (=). Como и е v estão no intervalo 
(0, 2), podem ser considerados como medidas em radianos de 
ângulos agudos, e podemos referir mos os triângulos retângulos 
а Figura B10, oque nos dé 


senado, au,  suv-ls онуна 
E La osvet 


Usando a fórmula de subtração para а função seno, obtemos 


sen(u = 1) = senu cos v= cos usen v 


EXEMPLO 4 


Determine as soluções de 5 ser? 1+ 3 sen 1=1 «0 que estão no 
intervalo 2,2]. 


SOLUÇÃO 


A equação pode ser considerada como uma equação quadiítica 
sin sent Aplicando a fórmula quadrática, obtemos 


Usando а definição da função seno inversa, aresen, obtemos as 
seguintes soluções 


1423 t- arenen j (3 4 VB) 0,2008 
5 - V8) =-09946 
E E: 
E EE 
EXEMPLO 3 
EXERCÍCIOS £1 
зе -1 «1, escreva cos (cen) como uma expreso al 
na sera. LIR Determine o veloc wata йене, „ма СТ: 
quiis for detido 3 H 
soLução 
3 (a) асел ж Ф) arccos E Quat 
Seja y assen o, equivslentemente, sen y= x- i B 2 . . 
Queremos expressar cosy em termos de x. Como 9 arc 25) $ Montag тшш 
-n/2.5y в д/2, segue-se que cos у = 0, e entio 
- (3) "-— 
cosy VICE “VIF 
meg s 
Consequentemene, cos (rsen y) = VTZ" E т mJ] mon 
A Ultima identidade também pode ser visualizada geome- 3 mea lo) arcos У2 
tricamente, se 0«x«1. Nate caso, 0 << 02, е podemos А Өв) 
considera а medida em radianos de um Варо de um ângelo [rs a P 
таро al qu sy эжен: Fi BL (hdi o )سد‎ fees] 
lado de comprimento Vi =? pelo teorema de 4 (a) arseno (aros (-1) 
findo-nos so triângulo, termos mnm ' рыс 
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Cop 


бзен) өч»: 


Чч 


me [en | эче ев 


өм) 
mac em) tese 
°ч) 
(e) чї) 
ө-т) 


е) mentes 


ОЛЕ 
(arg vã) 


О) 


E] 
9 
н) mea] 


пано) 
| 


ai 


Escreva como una expressio altri 
caem ana 


[nn 
Mete) ar corsa!) 


Exerci 24-30: Estoce o gráfico da equação 


26-2 as 


Lc 


r— 


yen cen) 0 


(cena) 


31 а) Defina arccot restringido o dominio da 
função tangente so intervalo [n]. 


(0) Esto pico de y = ares. 


32 (6) Dels arcere x mstringindo o dominio da 
função cosecante a [202,0 U (0,1/2. 


CO) Faga o prio de y = мазел. 


Esera 3336: (a) Use funções trigonométricas 
inversas para achar as soluções dis equações que 
үндө no intel indicado, (b) Dê as soluções сип. 
quaro casas decimais. 


СЕГО Cana) 


CETTE Eng) 


Bisaa- Мом? хаз-0 fon) 


OOO (azar) 

37 Conforme лга, um navio segue ши cuso em 
їйї reta A menor distância de una estação de 
asiameno T vo curso do avi € d milhas. À 
medida que o navio avanga, nestaio registra sea 
ашатса de 7 e sua direção Ө em relação a 7. 
O hago especifica a direção do navio 


@) Expres а em temos de d, e 0. 


(0) Estime era menas de 1 gnu se d'= S0 milhas, 
4-20 mi c0 - Sia 


зв Un critico de arte, cjo nível de visão está a 1.4 
ım acima do sob, olha para um quadro pendurado 
e 3 m de als, cuja base enda 1/2 m acma 
do sola (veja a Figur). 


(8) Se cric ах m da parede, expresse o 
Angelo de visio Û em termos de x, 


(6) Usea fórmula баай paraa tangente pra 


e с 


(6) Para que valor dex, 6-5 


8.2 DERIVADAS E INTEGRAIS 


ELLE 


39 A nica fundi igonométic inversa disponivel 
em algumas linguigens de computador € ae 
Nalinguagem BASIC, esta função é dentada por 
АТ). presse em lemos de art: 

(y ar para] <1 
(arcos para |‹|<1ех#0 

40 Se -i sxs 1, € sempre possível achar 

Ша ма lao srta de 


teclas [INV] [SIN] dws vezes? Em caso nega. 
tivo, indique os valores permitido de x. 


Nesta seção abordaremos as funções inversas do seno, coseno, 
tangente e secante, O próximo teorema dû fórmulas para suas 
derivadas e para integrais que resultem em funções tigonomé 
tricas inversa; ali, и = (x) € diferenciável e r está темно a 
valores para os quis as expressões indicadas tenham sentido. 
Você talvez se gurgreent no constatar que, embora tenhamos 
usado funções trigonométricas para definir funções tigonomé- 
ricas inversas, suas derivadas são funções algébricas 
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Teorenia (8.8) 


DEMONSTRAÇÃO 


Consideremos apenas o caso especial u = x, pois as fórmulas 
рап sx) podem ser obtidas aplicando ae à tegra da cadeia, 

Fazendo f(x) «sen e g0) =arcsenx no Teorema (17), 
segue-se que a função inversa do seno g é diferenciávl se 
Jæ [< 1. Usaremos 1 diferenchção implícita para achar н). 
Nolemos primeiro que as equações 


y-ucenx е senyex 


são equivalentes se -1 ex 1 ¢ — л? < y< д/2. Diferencindo. 
sen y  ximplicitamente, temos 
cosyD,y=1 
1 


emio Damn Dye Lo 
^ ану 


Como — 1/2 «y «r2, cos y é positivo c, portanto, 
ES 


— M 


Levando em conta que sec? y= 1 +} у = 1 +2 obiemos 


1 
Dare Ly 
Finalmente, consideremos as equações equivalentes 
yuarscr е secyar 


x para yem (û, 4/2) ou (a, 3/2) Di 
ament, obtemos 


-nciando sec y= x implici- 


жсунур,у=1 
Como0 <у<я2ов л «y < 3a. seguese que secy gy е, 
então, 

1 
суш) 
Como у-ту Т “VFT, obiemos 


D arcte xe D y 


рма fe |> 1. A função inversa da secante nio € dierencióvel 
тах «s L Note queo gráfico tem angestes verticais nos pontes 
com essas coordenadas- (veja a Figura 8.9). 


ILUSTRAÇÃO 


1 


Assim, D, moens 


pam |x|« 1. A função seno inversa não é diferenciáve em 
#1, о que é evidente pela Figura 82, pois ocorrem tangentes. 
verticais nos pontos terminais do gráfico, 

Obiém-se de maneira análoga а fórmula рага D, arccos x. 


Desore do Тае (27) que 1 funçao tangente inversa é 
ditseniáel para todo nimero real. Consideremos эв equites 
аанак 
— 
pam -n/2 < y < 1/2, Diferenciando tg y = x implicitamente, temos 
«ёур,у-1 


EXEMPLO 1 


Lança-se um foguete verticalmente сога velocidade inicial 0; o 
foguete consome combustível а uma taxa que produz uno. 


чә Co coa Болена Mat Cop tt + 


x 


т 


و 


Figura 812 


seeleração constante de 50 m/s? para 0 « 5, com o tempo t 

“eim segundos: Conforme Figura 8.12, um observador a 400 m. 

da plataforma de langamento acompanha a jet do foguete. 

(9) Бурс o Angulo de elevação D do foguete como fungo 
det 


(0, O observador constata que ofogite se eleva mais depressa 


quando didi é maior. (Naturalmente, isto 6 um ilusão, 
pois o crescimento da velocidade é estcionário.) Deterni- 
ne a velocidade do foguete nó momento em que o obser- 
vador consta velocidade máxima. ' 


soLUçÃo 
(a) Seja 40, а айша do foguete no Instante t (veja а Figura 
8.12). Como а aceleração é sempre 50, temos а seguinte 
equação diferencial 
2050, 


com as condições iniciais <(0)=0 ¢ 4(0)=0. Integrando em 
relação a t, oblemos. 


IT MET 
20-50 c 


para uma constante C. Fazendo £=0 e como /(0) =0, temos 
O= 500) + С, ou C=0. Logo, 


(0-50 
Integrando novamente, temos 
IET 
0-25 4D 


para uma constante D, Fazendo £= O е como 200) = 0, ртов 
0=25(0)+ D, ou D «0. Logo, 


җщ0=25° 
Reportando-nos à Figura 8.12, сот 0) «258, obtemos 


E 


drip o 0-а 
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o = P 
© 9. 

reo ar 

Como desjamos achar o valor máximo de dt, começamos 
por determinar ов números crlicos de Фу. Pela regra do 
quociente obtemos 

ip AH „шегу qam, лази 

а EI [m 


Fazendo dO «0, obtemos o número crítico 
Segue-se do teste d primeira (ou da segunda) deri 


VEEB. 

da que 
уд tem máximo em = 925677 3,04 в. A altura atingida pelo 
foguete neste instante € 


AU) = 2500585) - 25 VISOS ~ 230,9 m. 


Podemos usar эв fórmulas de diferenciação (i), ii) e (iv) 
do Teorema (8.7) para obter as seguintes fórmula de integração: 


a [egimus c 


СЕ 


o [aep tret 


Estas fómulas podem ser generiizadss como segue 


DEMONSTRAÇÃO 


Provemos (1), Como de costume, basta considerar o caso 
u =x. Começamos escrevendo 
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РИНИТТЕ Ц 


Em seguida, fazemos 


substituição v = a, dv (Mad Intro 
болобо o fator Ша no integrando, compensando pela multipli- 
cação d integral por a, e aplicando a fórmula (2) anterior a este 
teorema, obiemos o seguinte 


de 


-laže 
Provans de maneira nig as ora restantes 
EXENPLO2 

еш [Eds 

SOLUÇÃO 


A Integral pode ser escrita como na primeira fórmula do Teorema 
(8.9) fazendo а = 1 e usando a substituição 


uee, dude de. 


Jtrodimos o мог 2 no integrando е procedemos como segue: 


dem мш 


da 
SL 


EXEMPLO 3 


Coletar f ae 


SOLUÇÃO 


A integral pode ser eserita como na segunda Crua do Teorema 
(89) fazendo а? = 5 e usando a substiição 


us, diede 


Intraduzimos o fator 3 no itegrando e procedemos como segue 


EXEMPLO 4 
Calcular | 4 
sotução 


A integyal pode ser escrita como no Teorema (89i) fazendo 
atm 9 e usando а substituição 


шей, dus2tdr. 


1nroduzimos o fator 2e no integrando muliplicando mu 
meradoc e denominador por 24, e procedemos como segue: 


SEs 


эш Cedo com Cam Amalia -Cap В. 


exercícios 42 a 
seres, 126 Determine f) para fla) dada. aja wf m 
m leer mel ки 
1 
m" бу West 
Se tac E 
тёш) Sacode 
sace Vct arte de 
En "me 
Б (засн) М ursos 
" as 
(paeet) 16 weg! 
(ese ye ea) Fares 45 O chiode um algo tema forma de un йд. 
йир. М molins do compeimentos den 
Murano ET ao ret) indos postos adjacentes sum lago agudo do 
timo não 3 ma 21 m, respectivamente, com. 
инеш то рий de «127 em ma medida de 3 m. 
EN] Use a diferencial de uma função ulgonomética 
inversa para aproximar о ето o alrclelado 
m Е el 
e AG Use diferencias pra aproximar o comprimento 
a бейик) 25 (pay da 6o dê Wi y SM Rs 


36 (ara aj de 
Fxercs 27-28: Ache y 


rnéexamenyey! 28 (cey) maig) 


sere 2944: Calcule s integral. 


De Ohart 

waf җе wf үле 
x (em а 

205 (Ы) уе 


a 1 
TET ®Һ„ лт 


nef 


B (0, 1 arctg 0,1). 

47 Um ao a uma айша constante de mé uma 
velocidade e 800 kmh vos afastando-se de um 
obserrador no sole. Use a funções ignoti 
таз imersas para achar a taxa та qual о ângulo 
de elevação varia quando o ado es sobre um 
pontoa 32 km do observador, 

48 Um farol localindo a | kn do ponto mais 
próximo Рот um estrata é focalizado sobre um 
automóvel viajando па estrada а 50 hm, Use 
funções trigonometric inversas para achar a 
taxa ma quo farel gira quando o automóvel estê 
afk de P. 


49 Um cartaz de 6 mde айма e colocado no topo 
de un edificio com sua borda inferior a 18 m 
acima do nivel de vista de um observador, Use 
ae funções trigomemetricas imersas para determi: 
таг a distância de um ponto diretamente debaixo 


“o topo e da bane do сапа (veja o Exemplo В 
da Seção 45). 


50 A velocidade, no instante t, de um ponte que se 
move em uma ea coordenada 6 (1 + A) тй. 
Se oponto está ra origem quando = 0, асте 
sua posi по sants em que a elenco ea 
Velocidade têm o mesmo valor about. 


5I Um missil é largado verticalmente de um porto 
sido a В quilômetros de uma estao de 
Tastcamento e i mesna altura desa. Durante os 
prineiros 20 segundes de vo, seu ângulo de 
Observação vara à xa constante de 2 jor 
зеро, Use asfung es trigonométricas inversas 
para achar а velocitade do misi quando o 
Angolo de elevação 630º, 


52 Quando o sangue lul stravts de um vaso sangt- 
aco nus uma perda de eng devido ção, 
De acordo oma lel de Pb essa perda de 
тора E ada por E =, omie r ĉo mio do 
Vas sanguine, ГЕ eu comprimento + À uma 
contate Supl que um vate sunno de 

io т; € comprimento la e таніо a um 
ângulo D de outro vaso де mios e comprimento 

i conforme figura, onde ax setas braces imdi- 

cm à direção do (ила хлора, A perda de 

energia é então a soma das pers indi 
ise 


8.3 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS 


Express ly el em termos de 1, be D, e ache o 
ângulo que minimize а perda de energia. 


0059 Use a regra de Sinpson, com п = 4 para apro- 
simar о comprimento de arco do gráfico de 
3 = ansen a de A(O) а B2) 


54 0 gráfico de y= 4а (3) de А) а 
(1,3) gira em tomo do ebxot, Use а тера бо 
чара, com n =В, para aproximar a йез di 
superficie resalta. 


As expressões exponenciais 


ee (e 
2 


2 


aparecen em aplicações avançadas do cálculo. Suas proprieda- 
des são, em muitos aspectos, análogas às de sen x c cos л. Mais 
adiante veremos por que elas são chamadas seno hiperbélico € 
coser дек. 


Gp һәр rinm ima o poco 559 


Detinição (8.10) Ações aen рейд; 


бо 
i 


e Vier A w 
pet 


ОЛЫ Быр la n 
aa lodo número айк, у. 


O gráfico de y —cosh pode ser obtido por adição das 
coordenadas. Notando que cosh x= s, esboçamos 
primeiro os gráficos de y=} e" e yw je” no mesmo plano 
soordenado, conforme exibido peas linhas traejadas da Figura 
8413, Somamos então as coordenadas. de pontos desses gráfi- 
cos, obtendo o gráfico de у = coshx. Nate que o contrademínio 
de cosh ê 1, e) 


Figura ваз Figura S14 


Podemos achar o gráfico de y = seah x somando coordena- 
dary dos gráficos у =} ey = 07%, confofme Figura R14. 


Algumas calculadoras cientificas têm teclas que permi- 
tem achar diretamente valores de senh ¢ cosh. Podemos 
também atribuir valores а x па Definição (8.10. como m. 
ilustação que segue. 


ILUSTRAÇÃO 


+ sh? 363 + conos 


тыз 


1 


A função cos-seno hipeiblico pode ser usada para descre- 
ver afora de um По Hexivel suspenso pelas suas extremidades 
na mesma altra, Conforme ilustra а Figura 815, as linhas de 
telefone ou de energia elévica podem ser ditendidas entre os 
postes desta maneira. A forma do fio parece sugerir uma 
Parábola, mas €, па realidade, uma eatendria (da palavra га 


Teorema (9.11) 


catena, cada) Introdazindo um sistema de coordenadas, con- 
forme Figura 8.15, pode-se mostar que а equação correspon- 
dente à forma do cabo € у =a cosh (xí) para um número teal a. 


A função coseno hiperbólico também pode aparecer na 
эше do movimento em um meio resistente Debando s са 
Jum objeto de uma determinada altura, е а resistència do ar é 
desprezada, entio a distância y percomi na queda em г 
segundos é y= |g, onde g é uma constante gravitacional 
Entretanto, nem sempre se pode desprezar а resistência do ar, 
A medida que а velocidade do objeto sumenta, a resistência do 
ar pode afetar significativamente seu movimento. Por exemplo, 
Se a resisténcia бо ar € diretamente proporcional o quadrado da 
Velocidade, então a distância y que o objeto регоште m queda 
em 1 segundos é dada por 


m 


pura constantes A e В. No Exemplo 2 desta seção damos outra 
aplicação, 

Valem par as funções seno hiperbólico e co-seno hiper- 
bólico maitas identidades análogas às estabelecidas para as 
tunções trigonométricas. Por exemplo, se cosa e senta 
denotam, respectivamente, (cosh x}? e (senha), temos a se- 
вате identidade. 


@лө, 


О Teorema (811) € análogo à identidade trigonomética 
co? + ies! x= 1. Outras identidades hipesbólicas aparecem 
nos exercicios, Pan verificar uma identidade, basta expresar 
as funções higerbólicas em termos de exponenciais e mostrar 
que um membro de equação pode ser transformado no cu 

conforme ilustrado na demonstração do Teorema (8.11) As 


М0 Cleo com Созтетіо Analiea_ Cop & 


identidades. hipertólicas são análogas (mas nem sempre as 
mesmas) a certas identidades trigonométricas; as dierengas em 
geral dizem езрейо а sinais dos termos. 


Pepe суе цу 
67 
СЕТ] ^ 
Ba 
9 i 
Figura R16 Figura 817 


Se ¢ € um número real, М uma reação geométrica 
interessante entre os pontos P(cos, sent) e O(cosh f, senh 
em um plano coordenado, Consideremos os gráficos de 
Xy! 1 e? p= 1, esbogados nas Figuras 8.16 e 817. O 
fico da Figura 8.16 o ciclo unitário de centro na origem. 
O gráfico da Figura 817 é uma hipérbole (As hiptrboles e 
suas propriedades seo estudadas по Capítulo 12) Note 
primeiro que, como cos? 4 sen? = 1, o ponto сов! sen ) 
está no círculo x +21. Em seguida, pelo Teorema (8.11), 
cos вей? += 1, е daí ө porto Olcosht, serh) está na 
hipérbole Xè- y? = 1, Estas são as razões para nos referirmos 
a cos e sen como funções circulares e a cosh ¢ senh como 
funções hiperbûlicas 


Há ита outra maneira ёе reicionamento entie os gráficos. 
das Figuras R.16 ¢ 817. Se 0 <1 €70, então £ € з medida em 
radianos do ângulo РОВ da Figura 8:16. Pelo Teorema (1.19, 
a área A do setor circular sombreado éA = LI 1» | ге, então, 
17 24, Da mesma Forma, se (coh t, seah 1) € ponto da Figura 
817, ento 1= 2А paraa re A do setor hiperbólico sombreado 
(ja o Exercicio 47). 


As analogias marcantes enlre as funções seno e cos-sero 
trigonométricas + hiperbólicas motivam-nor a definir outras 
funções hiperbólicas que correspondam às restantes funções 
trigonométricas. Definem se como segoc as funções tangente 
liperbólica, co-angente hiperbólica, secante hiperbólica c 
carsecante hiperbólia, denotadas, respectivamente, por tgh, 
coth, sech e esch. 


Definição (8.12) 


gp. Fungi ones bevers e peta 361 


mest 


y= acha 


Figura 8, 


Dividindo por соі? ambos es membros da ient 
cost! x - seal? = 1 obtemos 


Com as definições de tgh x c sech x temos (i) do próximo 
teorema. A fórmula (i pode ser obtida dividindo-se por 
sente x ambos os membros de (8.11) 


162 Coto com Geomeria Analitica Cop 8 


Teorema (8.13) 


Teorema (8.14) 


Notem-se as analogias e diferenças entre (8:13) e as identidades 
trigonométricas análogas. 


O próximo teorema, onde u= gía) e р € dilerenciável, 
estabelece fórmulas pars as derivadas de funções hiperbólics. 


5 D, tehu schu Du à 
09) D, cou cese D, w 


DEMONSTRAÇÃO 


Como de hábito, consideramos apenas o caso и=х. Como 
Denon einer, 


ЕЕ 


e nas) 


Риз diferencian tgh x, aplicamos a regra de quociente, comosegue: 


ES 
Dens, ERE 


casha D, senh — senh x D, cosh x 
cans 


1 


теат 


ЕЕ 
Demorstram-se analogamente as fórmulas restantes. 


EXEMPLO 1 
Se f(x)» cosh (e 1) ache f) 


Ср В Funpesbigondricar eras e Креда 343 


sotução 
Aplicando o Teore (8:14) com a +1, temos 
Fladeseah (Es) D, 691) 
КЕТ) 


EXEMPLO 2 


O gis radon difunde se apidanente através de materiis sólidos 
сото tijolo e cimento. Se а direção da difusão em uma parede 
de porão é perpendicular à sepesficie, conforme ilustrado na 
Figura 8.19, então a concentração de radon f(x) (em 
ойе?) nas poros cheios de ar dento da parede, a uma 
ditncia x da superficie extent, pode ser aproximada por 


f(x) =A senh (д) + В cosh qe) ek 
onde a constante q depende da 
incla-vida do radon e de um coefici 
K é a concentração máxima de radon nos poros cheios de ar; с 
А £ são constantes que dependem de condições nicis. Mostre 
que y = f(x) € uma solução da equação de difisdo 


Pd -dyedk-o 


soLução 


rms = Se ps 
SE nc) eaten 


En set (дд) + PB cosh (qx) 
Como у = A senh (gx) +В cosh (qx) + k, lemos 
dy = ФА seah (qu) + ФВ cosh (qx) + q k 
Subtraindo as expressões de 4? у/д e qî y, obtemos. 
Etre 
p 


predio 


мн Citado cam Gone fas сыз Opi бершиш schedis sos 
As formulas de negação conespodents às ити de " " T — 
Pure iia rds E mega (9) DE uma rico da rea ata toal ob 
De ser 24 leech +0) 
Tooroma (8.15) Фф) D ы peço de compensa 
25 ак (sch x). 26 ch Inx Фм 
ses 742: Ce ig 
А 
трём ауа 
j 3 f xema ar 
RES E E 
Md 
I c зуе аа ufone ta 
EXEMPLO 3 Mise LLL MEER 
, Agen e а o de reta é dienen 
) pe э [зой AMA qa ed t do e t 
t distância y que a bola percorre em + seguados é 
ЕЛ 40 xedr dada por 
sotução 
p À jeans, usn sen (VE): 
Ae аша d ego dd реи gros 
Jste) ah jo de ah SEY De xal onde y é uma constante racional eL» 0 
1 à Мом que em sono du der 
44 A o comprimento do arco do gáfico de Ме 
OS узек de) a (cu) 
Js 48 Ache os ponio do pálico de y «se onde a 2g 
абы tangente tem coeficiente asgular igual a 2. а? ala, 
A Nr M ИНИН 
46A região delimida pe SA So ra od pimento cuida gun 
com ша ромада (a Epa a крш 
ixencíciosas came ie oie. Y li o ça nd 
AISEA байо da Figura RIT, prove que = 
К! Keves. 1-2: Aproxime com quatro casas decimal, 1-24, 8 و‎ 
ea او کت‎ шо: شاف‎ T META 
Tihs Mess QE Hr л стене et ачызы Ro C E 
филдәй o pomo el eh) des onde g é uma conne pavio 
КЮ (аад еа) VI M a ad getea ти quo 18 N 
mh бйз шз ыар 16 sense 49 O Gay Aach em S1 Louis em foma € Demos ny. Y come que 
Mb (10) абд бою Е date veta Седа fuo) Com ums уйл) 
айу m Alar e pl meto enma шы QU ge fé uma ção con en, 
Determine Г 6) a i) data E Ses, de 3 ps (92 menos), arma poe pelo teorema do valor medio (412) 
1 pieni ur HO)  ['(0) x. Com base nisto, mostre 
LLL EI AD coh GI) 1817 "EB ML à nct a 
PA ч н cidade da anta é independent do compri- 
* TNE Barr pas -315 жа = 305 mento éa onda em água вз. 


52 A figura езе uma belka de sabão fomuda por 
dois améis concêntricos paralelos. Se os nds não 
estão muito distantes um do ouro, pode-se mar 
rar que a função f, cujo gráfica pen ea superficie 
de revolução, 6 ma айдо d equação diferen- 
cial уу” «Le (y, onde у = f(x). Se A eB são 
constantes positivas, mostre que y = cob x é 
“solução зе е somente e AU» 1. Concha que o 
gráfico é та caenária. 


1153 Orafe, nos mesmos eixos coordenados, 
y-uhreyesd s para sas 2 
(a) кый 


a coordem 
cão dos gráficos 


ar do pono de tese 


б) Use o método de Newton para aproximar a 
com ves cass decimais. 


BIBLIOTECA DO DME/UFCG 
ZELE 05 LIVROS 
EVITE MULTAS 
ENTREGANDO-OS EM DIA 


IS Orfe, nos mesmos eixos coordenados, 
yde y 


(a) Estabeleça integrais para estimar o centre 
da eg R delimitada pelos gráficos. 


(Ы Use a тера de Simpson, com =A, para 
aproximar as coordenadas do cetro de K 


Канг. 88-72: Verifique а identidade: 
SS cohrssenhame” S6 cohaerent 
57 seh (=)= tenh 58 cosh (=x) cosh x 
59 senh (x+ у) = senh x cosh p + cosh ese y 
(60 cesh (e + у) = cosh x cosh y senh xsenh y 
аа senh (x-y) senha cosh y = coih x senh y 
62 cesh (x-y) = cosh x соу = senh x enh y 


leh e tehy 
1-ighrighy 
65 senh 2 2 senha osh x 


re 


СТИСК И 


comi 


2 
СЕРЕ 


MT 
я 


т (ss + senh x)" coin + senh ne para todo 
teo positivo n бирен» не ө serio 55) 


72 (adoece x)" = cor = senh me para odo, 
inteiro positivo п. 


8.4 FUNÇÕES HIPERBÓLICAS INVERSAS 


A unção sco hlşerbélleo é contínua e crescente para todo x e, 
por conseguinte pelo Teorema (7.6), admite uma função inversa. 
Coina, crescente, demtadapor senha” Le: “Argumento 
seno рий de x”, Como senh x é definida em termos de 
É, de se esperar que aah x poss expressar. 


mostri que isto realmeate se comprova. 


DEMONSTRAÇÃO 
Para provar (î), sotemos inicialmente que 


yragenhs see somentese x= sesh 


A equação r = senh y pode ser usada para estabelecer uma forma 


explícita para argsenh x. Assim, se 


eer 


xeserh y: 


então A] 
Muliplicando ambos os membros por e, obtemos 

Eme) 
Aplicando a fórmula quadrática, vem 


PEL 


Como x - VETT <0 е e nunca é negativa, devemos ter 
EVT 
A ferma bgorimica equivalente é 
genie), 


em termos 
da inversa, la, da função exponencial natural. O próximo teorema 


EEE EEE EIA 


Ма Calado сот Gemevia Jaca Cg © iit 


como no caso des funções trigonométicas, algumas funções 
verses existem somente se о dominio for restingido. Por 
exemplo, se o dominio de cosh é restringido ao conjunto de 
múmeros reals mo=negativos, а função resulante é comínua e 
crescente, с sua Fangio inversa argcosh se define como. 


yemgexhr si somente е coshy=x,y20 
Utilizando о processo aplicado para argsenh x, somos 


levadas a (i). Da mesma forma, 


учы مامه‎ e دراو‎ pe |x| 1 


Utilizando a Definição (8-12), podemos escrever tgh у =x como 


ene 
Resolvendo em reação à y, obtemos (i). 


Finalmente, se resringimos o domínio de sech a números 
não-negativs, o resullado é uma função un» a-un, definimos 


y= asgsech se e somente sc sechy ex yat 


Novamente, introduzindo a forma exponencial, somos levados 
aw). 


No próximo teorema, и = gla), oade gé diferencikvel e x 
E restringido convenientemente. 


Toorema (8.17) пон 


DEMONSTRAÇÃO 
eo Teorema (буй, 


D, ugeni = D m (ee 83) 


Cap. 8_ Funes ignorbricns neri e hienas 569 


Teorema (8.18) 


THAT 


VET 
Esta fórmula pode ser estendida а D, argserh и aplicando- 
se а regra da cadeia, Demonstram-se de maneira análoga as 
fórmulas restantes, 
EXEMPLO 1 
Scy argen (вз), calcule dy 
зошбАо 
Aplicando o Teorema (ВАТУ) com u= tgx, temos 
de ig ci ua 
di" iid de er 
1 d 
кру]! enn lies] 


Podese verificar о teorema seguinte diferenciando o mem- 
bro direito de cada fórmula. 


TES 


Se utilizamos o Teorema (8.16). então сайа uma das 
fórmulas de integração no teorema precedente pode expressar-se 
em termo da função logarítmica natural, Para ilustrar, 


fgg tne c 


$20 Cálido com Geometria Analia Сор & Cap Pales igonomdric inversas  perílicos 571 


soLução 


Fazendo = е, du = e” dec aplicando o Teorema (18) com 
a 4, temos 


ху) 


Моше que, е а > Û, a última fórmula pode escrever se como 


ГЕТ 


GEG ед, 


onde Dé uma constante. Na Seção 9.3 estudaremos outro método. 
para calcular as integrais do Teorema (8.18) 


NAP 
p 
EXEMPLO 2 Же 
авес 
Cotta frg тө, 
г pura Ju] <a (od, e «4). 
SOLUÇÃO 


Podemos expressar a integral na forma do Teorema (8.18) 
mediante a subsituigio 


pe doii EXERCÍCIOS 14 


E sees. 12: Арі com quatre casas decimais. rere, 19:26 Calcule a integra. 


Como du contém o блот 3, ajustamos о integrando multiplican» 


Fiesp түүт agpi бана 
antes de substituir: TS СН 
замаас ба: 
СЕ СЕН 
ros pat өй, 
amado dup 
RA, 3 аа 
O deme a 
o Ы рн рунан 
me 30 argsech VIF Teste proporcional A wa distância da origem. Se 
Hem في‎ inicial & de 1 mus, expresse а coordenada y do 
* mr porto como função do tempo £ (em segundos). 
IA A SS a aaa 
ER “ И d guis usta o problema do cachorro em bunca de 
15 agih (x 1) 16 эшш” ¡cialmente no ponto 


(O) vê seu dono тө punto (0,0). O dono. 


Name VE 18 реа)" Começa а caminhar зо logo do eixoy a uma 


velocidade constante, е o cachorro passa a cmi 
тим sempre em direção a don, Se a velocidade 
“ly caciono € duas vezes a do dom, pode-se 
estar que a trajera do cachorro € dada por 
= fir] onde y € salão da equação diferencial 
му" = VI 4 (Î. Roles ема equação fazendo 


inci z = ld é resolvendo 202 VI v, 
избе [Va (INE Finalmente, esol 
мусім тамд 


Mares 2032: осе o gráfico de өөдө. 


Tafi 


veuer 


Mf ane aC, — Oca<u 


Deluj<a 


Frercs 39-41 Estabeleça a fórmula (veja Teorema 
өзө. 


Miner Оо журн, gar = ЖИТ 
praga Dye Wig 
aman, [ ШЕ 
кина. 3538: Vea а (бил. 
NOY autren en 
— M 
J-i 
15 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 2. 
Блека 24 Ache ft) para f) dada ааа, as fab 
навист Р) T 
" 1 17 e seh e^ gite 
3 Paeh?) 4 
= Men å 
m nO aruge жюн 
к m 2 онад) 22 ачаа 
БЕТ 
9 ocsen V1 10 Varesen (1-a) 
oom Thug VEZ 
13 orci (atetg x) M е aros e" 


Cap Fergie generis Ivens o Ареа S 


z[; fs wp 


mra 


за nfs 


EE 


Pm 


Toseta 


Mf edP (120 de 


UE 


1 
P st 


1 

^ de 
рзд 

AL Ache os pontos do gráfico de у = arcse 3 nos 
quis a tangente é paralela à reta por A(2, 3) € 
BUN. 

42 Ache os ponto de inflexão e discuta a conci 
аме do рапс de y= x arsena. 

43 Ache os extremos locais de fie) «Beck 
eer зо intervalo (0,8) e descnva onde 
dc) ê crescente ou decrescente no intervalo. 

4 Айе a иез da região delimitada pelos gráficos 
p А 

45 Au oniaçõe монов до oscilagðes de mag. 
nitude decrescente, que ocorrem quando se con- 
derum forge de aio, А figura à seguir é o 
Erico das osilaçõs amotecidas dadas por 
fioe nde 
(a) Ache as coordenadas das extremidades de 

Landed 


в) Aproxime as condenan pans (9) om. 
Физ casas decimis. 


E 


os 


46 Ache o comprimento do arco do gráfico de 
уту de к=1ат=1. 


47 $ойале um balão бо nivel до solo а 500 metros 
de distância de uma pessoa que беги sos 
ascensão. Se о balio sobe à axa constante de 2 
mis, use as fanções tgooméicas versa para 
achar ı taxa a qual o ângulo de elevação linha 
de visio do observador est variando no intente 
em que о talão está a uma altura de 100 m. 
Desprezar a altura do bservdor) 


44 Uma pintura quadrado de 60 cm de lado está 
pendurada em uma parede com a bue a 130 cm 
Sims do assoalho, Uns pesos сја linha de 
visto está a 150 cm do chio se aproxima do 
guado à raso de 60 сай. Se O é о ngon que 
à linha de visio faz com c topo do quado, 
determine 


(0) a taxa na quil 0 está variando quando a 
Fosson està a 240 ап da parede. 
(8) a абаб ds parle mı qui O tana seu 
valor máximo. 
49 Um ЫВ de acrobata sata de um balão que 
paira sobre um lao а uma alude de 30 metros 


Uma câmera cinematográfica па margem, a 00 
metros de um porto diretamente abaixo dol, 
regisra a queda do due (vea а figaro). A que 
taxa o ângulo de elevação даслеп está varian: 
o 2 segundos após o sai? (Despezar айша 
da cimera) 
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50 Uca peson em uma ilhom Га k millas de 
sina do pono mais próximo, 
p, deseja chegar a um acampamento 
que estî a d milhas distante 


E 
Jeso do percurso (veja а figura). Suponha que a 


pessoa queime cı calorias por milha nadando, e 

€ calorias por milba andando, can су» съ 

(0) Estabeleça uma fórmla yanı o número tal 
© de cars queimadas Surne odo o 
percurso, 


(0) тиз que ngo AIP c apresenta valar minima? 


Ma Capítulo 9 


Mae TÉCNICAS DE INTEGRAÇÃO 


INTRODUÇÃO 

Em capítulos anteriores obtivemos fórmulas 
para o ойсо de vários tipos de intogmis. 
Muitas constam da contracapa deste livro. 

Discutimos também о método de substitui- 
lo, usado para transformar uma integral 
complicada em outra que possa ser facilmente 
talculuda. Neste capítulo consideraremos ou- 
ums maneiras de simplificar integrals, entre 
elas a integração por parts. Este poderoso 
dispositivo permhe-nos obter integrais inde- 
inidas de lax, etg x e ouras expressões 
“ranscendenes importantes. Em seções pos- 
teriores desenvolveremos técnicas para sim- 
plificar integrais que contêm potências de 
funções trigonométricas, radicais e expres- 
ses racionais. 


Na Seção 9.7 explica-se a utilização de 
uma tábua de integrais Tais вав são sem- 
pre incompletas, sendo, por vezes, recessirio 
usar da habilidade obtida em seções anterio- 
tes. O mesmo se diz de programas dë com- 
putaderes para calcular várias (mas náo todas) 
Integrais indefinidas. 


Para aplicações que envolvem integrais 
definidas, pode ser dessecesírio achar uma. 
entiderivada e aplicar oteorera fundamental 
do cálculo, porque а regra do trapézio ou à 
ега de Simpson peritos ober aproxi- 
mações numéricas. Em tais casos é inesti- 
mável um computador ou uma calculadora 
programável, ов quais podem chegar а ama 
aproximação em questi» de segundas, 
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9.1 INTEGRAÇÃO POR PARTES 
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Fórmula de Integração por 


partos (9.1) 


Ms ine ici pi conie de cular E 
ахй fae ix, fe c xd f arag de 


A próxima fórmula possbilit=nos calcular não somente estes, 
сото muitos outros tios de Бертай, 


DEMONSTRAGÁÓ 
Pela regra do produto 

DG = He «f 
on, equivaentemente, 

FORO- D, AN- 
Integrando ambos os membros obtemos 

Stage) de = fD, OEN de f gio) de 

Te an diese td e e 
segunda integral, podemos omitir C ria fórmula, isto 6, 
SEO dee feet Sanrio ds 


Como dv = г) dee dam 
precedente como em (91). 


(8) dr, podemos escrever a fórmula 


Ao aplicar a Elma (91) a uma integral, o primeiro passo 
fazer uma pare do integrando correspondera dv. A expresso 
que escolhemos para dv deve inci a diferencial de Após a 
сой де i, denotamos a parte estante do integrando por ne 
© calculamos du, Cono este processo implica em separar O 
integrando em das pares rferio-nor ao uso de (02) como 
integração por partes. É important » escolha adequada de 
di Бы ег. fem d nose a parte жен complicada 
cl integrando que possa er prontamente negado, О exempio 
a seguir Понта este bd de integração 


NEL 
p 
sorução 
A Esta segui contém todas as escolhas poses de dv: 
de xd edy, хоча 


А mais complexa destas expressões que pode ser integrada 
rapidamente € e? de fazemos 


* dum de 

“A parie restante до integrando é u — isto & «x Para achar wy 
Зиратка ds, cbendo v «1e. Note que, neste estágio da 
seslgta, no ве serescent nenhuma constant ata. (No 
Exerc 51 você poderá provar que, acescetando-e uma 
‘constante a v chege se no mesmo sentado final) Se u «x, então 
= & Para facilidade de referència, disponhamos ctas expres- 
мез como зер: 


Levando estas expressões na Fórmula (9.1) — isto é integrando 
por partes, — obtemos. 


Леча) Јна 
Podemos calcular integrat a direit como па Seção 74, obtendo 


[neis eene 


É necesario contiderávl prática para fazer uma escolha 
adequada de dy, Para ilustrar, e tivésemos escolhido = x de no 
Exemplo 1, tera sido necessário fuer. u^ e^ donde 


dose de 


vele 
Integrando por partes, obleramos 


зас foede 


[rm 


Como o expoente associado a x aumento, з integral à diria 
tornou-se mais complexa que a integral origin Iso indica uma 
escolha incorreta de dy. 
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EXEMPLO 2 
Calcular 


O frsetza f xede 


ѕошсдо 
(0) As csclbs possiveis de dv são 
de, xdr, мел, хех, алх, хыс? 


A тай complexa destas expressões que pode ser prontamente 
integrada é sec? xd. Fazemos, ров, 


den sec! x de uey 
у-ще duds 
Integrando por paries, bemos 
reeds ахак 
—: 


(Б) A integral indefinida oda ma part (а) é uma antiderivada 
de x sex. Aplicando o teorema fundamental do cálculo 
(e omíindo a constante de integração C), obtemos 


Гелар] 


ра) 


inma ol 


Se, no Exemplo 2, tivéssemos escolhido dv= dr e 


seis à integração por partes pela Fórmula (9.1) teia 


3IBLIOTECA БО BMEIUFCG beso sun шери mis compl. (rique) 
ZELE OS LIVE 
EVITE МО 
ENTREGANDO 


No próximo exemplo aplicamos а integração por pastes 
achar uma antiderivada da função logaritmica natura, 


OS EM ОД"! 3 


Coletar fla de 


rr m 
"^ 

e ittegremos por pates como segue: 
IT 


—— 


alar + O 


Às vezes pode з necessirio aplicar integração por partes 
seda de uma vez no mesmo problema, conforme se ilusra а seguir, 


EXEMPLO 4 
Cie freira. 
soLução 
Rama dee n 
ve а-а 
e integramos por partes: 
Jea [ёз 


рс реа 


Para calcular a integral no membro direito da última equação, 
devemos novamente integrar por partes. Procedendo exames 
te como no Exemplo 1, temos: 


раге dena 


+ O exemplo que segue stra outra maneira decalcuar uma 
integral aplicando duas vezes a fómula de integração por partes, 


EXEMPLOS m 


Clear: Генс 


£vretete?227212$2222222292222222912*2222*2 


| 
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SOLUÇÃO oò т 


Podemos fazer tanto dv = cos x dt, como dv = e* e, ров qualquer 
uma dessas duas expressões é facilmente inegráel.Escolhamos 


deacord uder 
vens еа 
© ичишин por pares como segue: 
Je osxcác- e^ sen x= f (sen xje* de 
о feras den ersens- f e" senx de 
Aplicamos em seguida a integração por partes à integral no 
membro direito de (1. Como escolhemos uma forma Шропо- 


métrica para dv na primeira integração por partes, escolhercmos. 
também uma forma tigonomética m segunda. Fazeado 


[o инет 
ve-cosr нета 
© integrando por pares, temos 


Је ах ёте) f (onset de 


о [екех&+-е онла Је саха 


Utlizanéo а equação (2) para fazer а substituição no membro 
dimito de equação (1), obtemos 


[етв 


oe [ente речна 
—— 


Somando [е^ сок x dr a ambos os membros da Gti equação, 
obtemos: 


e те (senz teos 


Finalmente, dividindo ambos ов membros por 2 e adicionando 
a constante de integração, lemos 


ST 
Podarios também ter calculado a integral zado 


dv = e* de para a princirae para a segunda aplicação da função. 
integração por partes. 


Devemos escolher cuidadosamente as substituições ao. 
calcular uma integral do tipo dado no Exemplo 5. Suponhamos 
que, no cálculo da integral à dirita da equação (1) da solução, 
tivéssemos escolhido 

бе u=senz 


ve du-cosrdr 
A inigago por pates coo conduziria a 
Је зал бе Gen je*- fercosxde 
eux - fece 
Se mbstidmos em (1), obtemos 
рене [rine fe waxt] 
que se reduz a 
essem [etn de 


Embora se trae de uma afirmação verdadeira, não é evidente- 
meste um cálculo de integral dida- 


EXEMPLO 6 
Cher focado 
soLução 

Ax escolhas рані de dv são 


de меб, seclrde, еду 


A expressão mais complexa que pode seri 
€ sec! x de, Fazemos então 


tegrada facilmente 


deessudr  u-seex 
v-er €— 
с integramos por pares: 


ПЕТТЕ [sec rigide 


En lugar de aplicar оша 
forma da integral à dir 
1+їд?л=вес?л, o que nos di 


ração por parts, mudemos a 
valendo-nos da identidade 


Jel xew seexlgx- fine eec 1) ds 


\ 


КЕЛҮҮНҮ) 


ER 


or Єз gr- f seein det [мек 


Adicionando sec! des ambos os membros da última equação, 
obtemos 


2 fede nct fece 


Gaculando agora [see de e dividindo ambos os membros di 
equação restante por 2 (е acrescentando então а constante de 
integração), obtemos 
fsectde=|sertgxe ln] sex+pa|re 
“integro por parts pode d vezes ser usada para obier 
Хаш» de redução para їйсутив. Шаитан ts fórmulas 
pa escrever uma integral que envolve poêncis de uma 


express, en temos de negros que emvlve potius 
inferiores da mesma expresso, 3 


EXEMPLO 7 
Estabelecer uma fórmula de redução para f sen" x de. 


SOLUÇÃO. 
Fazemos 
"асака еви 
voee du (n 1) pen x cosa de 


e ntegamos por partes: 
eax dem essen?" s+ (n= fsen™ cost de 


Como cos z= 1- sens, podemos escrever 


Jot sins emis" (n) finde T 
Consegientemente, 
ATE 


O membro esquerdo da equação se red а n sens dt. Divi- 
dindo ambos ов membros por n, obtemos 


n^ dee - e caen" 


xxencícios sa 


EXENPLO n 
Aplique а fórmula de redução do Exemplo 7 para car. 
[sende 

soLução 

Aplicando a fórmula com п, obtemos 


inse Leon! xd fue? de 


Aplicando а fórmula de redução, com n «2, para a integral à 
direita, temos 


f'n'xdi- exiens fde 


€: 
Conseghememene, — 7 
eens dem {eos stents} sun 4 рек 


com D. 


É evidente que, mediante aplicações reiteradas da fórmula 
do Exemplo, podermos calcula sen" de para qualquer inteiro 
positivo n, porque essas reduções sucessivas tefminam em 
sens de ou $ de, mins imediatamente integráveis 


Freres. 1-38: Cale a integral 


Фра 
(рага 
еде 
[o 


| гв 


Пуш аа 12 fucencde 
2 Jeunxd las firmado fënd 
ЕТА Lis Једна 16 fragede 
6 Jura ареала om ferte 
в Јада еннан рое 
Joca 


ELE sms 


I mm pis сыз [ AA 


ИЕЛ 22 fec ric 48 Suponha que а fo Да) ntasado scbrs o ponto, 
j f a аана. 9.2 INTEGRAIS TRIGONOMÉTRICAS. 
за fentozde ا‎ Е еен унае No Exemplo 7 da Seção 91 obtivemos uma fórmula de refugio 
na ada ap para f sen" x de. Integrais desa tipo podem tambén ser caleu- 
d ê E ^ zm ladas sem recorrer à integração por partes. Se n é um inteiro 
fs des Te yc 200 e 
mum gifs de эрка уте, 950, 250 ا‎ ope, лерине por om 
nja mf de P e Hio de ed, vi CORR d fanis fica"! senado 
[ДЕ He imis, Se o ponto está та origem quando Cumo v inteiro n—1 é par, podemos utilizar a identidade 
нуным. cniin 1 ache sua родо so sane t койа sa'm a 1 ocsi x para chegar а una, fos 
SLAS upar ө бше do ард por pares пй де inter, conforme exemplo seguinte. 
зра (2), mosre que te, após à cinia de dv, 


34 firs Deed ede 


36 [евз 


Y fuecmade зв fice rende 


i. 39.42: Use a integação por pares para 
нега Fórmula de reddo, 


vw [etie т ff dae 
do fi senide s cem fa" cosa de 
û fne ena fa Тае 


аа fuisae E, 


э Use o Exec 41 раа ct na. 


45 Se fi) sen VE, ache а drea da regio sab o 
такоде f dex o0 х=. 


do A tego deitada pelo рабаз de y «e ект e 
neixoardex = Oax л ra en tomo do isos 
Termine о volume do sido resaltan 


AT A regio delimitada peles gráficos de у Inx, 
70 ex me gia em tomo do шоу. Ac O 
volume do dido resultante, 


scrererms v + Cem lugar de v, бермепов a0 
mesmo resultado. 


SING Seção 63, а discusto d determinação de 
volume ра ei de cue irc coa 
incompleta, porque до mostrunos que o método 
doe discos comu o mesmo ed Ui 
мерей por panes ara mostrar que, se f é 
difeencitvel + f)» 0 em la ou 
f) < O em [a e se V € o volume do sólido 
obtido pela rotação em torno do cin da regida 
deliniadapelosplfcosde x = atx = bento 
obtemos о mesmo volume V, qua usemos o 
majo dos discos, quer modo das cas 
(Sugestão: Seja y a função imersa de f, ewe 


negação por partes єз}, alf) dr) 


53 Disc а керне aplicação da Firmula (91) 
Dade fd, ja de dre le de modo 
que re du 17а Fa 

7 


дч) 
= [шее 


созаи, 0-1 


S4 Se w= fo) e v = glo. prove que а análoga du 


para valores de a e b de x 


N 


EXEMPLO 1 
оми Јела 
SOLUÇÃO 
Conforme discussão precedente, escrevemos 
ende [sen esco de 
= (sen?a) sen xde 
mf -oosa sinxe 
“faces rons) maxed 
Substituindo 


uecmx, du--senxde 
obtemos 


ette - Ја - 2st ош“ rose 


= уа азада 
surgu- puC 


m-es x Hio rios re C 


“Analopument, рма potências impares de cos 3, escreves. 


ens*nde cost" cos cde 


econsideramas cos? x 


= sen x para obter uma forma неран. 


486 Сой com ботата alien. Сар? 
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Se о integrando é senta ou cos” e n ё par, então 
podemos aplicar а fórmula de ángulo-meade 


ges черим o шери. 
EXEMPLO 2 

оюн Ганта 

SOLUÇÃO 

Aplicando uma fórmula de Angulo metade, tenos 


eos? ade! f + cos de 


+ sen + C 


MA EXEMPLO 3 


Couar fonts de 
SOLUÇÃO 

Гевко tentação 

& m mA 


if зоид stage 


Aglicandonovamente uma fórmula de nguo-netade, escrevemos 
совок 01 cose) {4 {ous 4c 
Substiindo na ótima integral e simplificando, бен. 


Jrenta de=! fQ- 20082563 ci aie 


sen e+ j sen 44 С 


Integrais que envolvem aperas produtos de sen x e cosx 
pedem ser calculadas mediante as seguintes diretrizes. 


teto paca porcum 
IL DLE eer 


^i Fazemos. 
EIE 


ошодо 
тен dictis 2 de 02) 


Jeso ent de feos? rsen" condo 


= JU- sen?a) sen! x cosx de 


‘Fazendo «sen x, eto os xd, e a integral pde ser cerita 
fem sentado de= fat ada 


uu O 


Para integrandos da forma tgx sec" x, valem diretrizes 
análogas ds (92). 


AECA 


| 


Diretees para calcular 
ft поста (9з) 


soLução 
таз dire 1 de Өз), 


[хе de fig? ис“ (secr lex) 


"m 1)sec“ (келк шд 
Fazendo u = tee x e du sec ig x омет 
Jie xsee xaco fa putas 


“fut 


“eC 


Cap? Tineo de онро эю 
EXEMPLO 6 
СИГА 
SOLUÇÃO 
Pda diretriz 2 de (93), 
Јанета fig x sees secx de 
= fig xtate) ede 
Fazendo u =tg, calão du «sec? dr e 
fisse xde = fu? (u? 4 1) du 
Jutsu du 
розра 
ea. 


São calculadas de manera análoga ins de foma 
[елкен de 


Finalmente, se um integrando tem uma das formos 
«от cos nr, sen me Sen л ou sen rr cos nx, utiliz 
formaprodito-scma para facilitar o cálculo da integral, conforme 
exemplo a seguir. 


EXEMPLO 7 


саш fos de cos e de 
soLução 


Aplicando а fórmula produlo-soma рап cos u, со у, obtemos 


feos Secos dede feos Re cos 23) de 


= sem de + sen 204 C 
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9.3 SUBSTITUIÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


sers 130: Calle integral. 

1 fes eds аја 
afwsrcyrd арен xdr 
ses rede 6 fri cot xdr 
[юха 8 sen xoof ede 
Эрак 10 fué xd 
идна 12 Јане 


M foo xdr 
затоа [ha 


Sierras 18 fos ese xd 
s han 


mfesssesed 2 fo cosacos Srde 


а раена 


2 f sen ecos dude 
24 f ends conde de 


25 fest rolado 26 fO rE sm de 


3 A vg delimitada pelo e 
yea de +0 ах =2к gira em tomo do 
me. Determine o velume do sólido rene 


32 Aregioente o gráficos de y = 1g? x ey = Ode 
“ea ima gira en torna do eo. Detemi- 
neo volume de sli resultante. 


33 A velociade fo instante 0) de um onto em 
movimento sobre uma teta coordenada é 
colar. Qual à distància percomda pelo 
ponto em 5 segundos 


34 A aceleação (no instante 1) de um ponto em 
жойгон mj. Em 0, ponto 
€ ma velocidade é 10 nla. Determine s poção 


36 @ Prove que se me ns inteiros pasivo, 
Jeans dt 

— ÉD 

„тт 7 Amon) ii 
hen 


jm. c semen 


(0) Obtenha förstas andlogas às da parte (a) 
para provar que 


fren mecos de 
m 


36 (a) Use a pare (1) do Exercício 35 pua provar 


O) саме 
DE 


[шене 


Substituigões 
trigonométricas (24) 


No Exemplo 1 da Seção 13 mostramos cono transformar а 
expressão Va x", com а > 0, em ums expressão rigonomé- 
lica sem radicais, utilizando a subarimicdo trigonométrica 
x= a sen 0. Podemos adotar processo aálogo para Va x € 
VE a. Esta técnica é para eliminar radicais de certon pot 
de integrando, Veja as substiwigóes: 


A a 
mm 
are. — 
E do Е...) 


Ao fazer uma subio tigonemétrica, admitimos que 
B esteja no coniadomínio da função 
conespondente, Assim, pars а sabetiição x = asen O, temos. 
Ча < 0 « n/L Neste caso, cos = De 


PTS 
O] 


EJ 


Se ҮТҮ" aparece em um denominador, scicscentamos а 
restrição |x|» a ou, equivilentemente -д/2 < 0 < 3/2. 


SOLUÇÃO 


O integrando contém VIZ, que é da fórma VTA com 
amt. Logo, por (9.4) fazemos. 


x=48enb para -a < 0< a. 


Segue-se que 
A = 4 cont 


RETIRA RAMA rita 
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1 


os? og d 


Devemos agora voltar à variável de imegracio original, x. 
Cono Ө» исеп (xA), poderiamos escreves = ой como 
— 00 иа (a), mu ca coprasio é de nost ШЕП. 
Cono o integrando contém ҮЇб= 47, é preferível que а forma 
сакаа também comenda eric Há ша método esto 
que garante a ocorréncia disso. Se O < Ө < 1/2e sen ~ 14, 
podemos interpretar 0 cun um ângulo agudo de um їїйарйо 
retângulo com compimenm х e 4, ов quis corespondem, 
respectivamente, до oposto do ЛО c à própria poems. 
бей а Figura 1). elo tema de РЁйрогы, o comprimento do 
Indo adjacente ¢ V16- 3. Considerando o tigo, bemos 


Pode-se mostar que a úlima forma também é verdadeira se 
—n/2<0 < 0, Assim, a Figura 9,1 pede ser usada, quer Û seja 
positivo quer перай. 


Substituindo col Ө poe VTE Flr em nosso cla obtemos 


E Же 


EU x © 


Se um integrando contém Уа? Ж? para а > O, então, por 
(9.4), aplicamos a sbstitgio x a 1g 0 para eliminar o radical. 
Ao usar esta substituição admilimos que б esteja no contrado- 
йо da função inversa da tangente, isto É, -s/2 < D < x2 
Neste caso, sec 8 > бе 

EDI 
ATEN 
EL 


Араз subsitir e calcular а integral trigonométric resultante, é 
necessário voltará varifvel x. Pode-se fazer itoaplicando a fûrmala 
12 Û -afa c considerando o uiangolo retangul da Figura 92. 


EXEMPLO 2 


оше {дз 


solução 


O denominador da integrando tem а foma Y? com 
am 2 Logo, por (9.4), fazemos a substituição 


x-188, ай-2юс'өйз 
 Consegfeatemente, 
VEIT VERAO = VIER = 25870 200 


* Id 


€ À 
BEI 


-nl sed tgo] C 


Como 1g6 = x/2, esbogamos o triângulo da Figura 93, donde 
obtemos 


Logo, 
Erud 


E 


А expressão à direita pode ser eseria 


Como ИРЕТ +x > 0 para todo s, torna-se desnecessário o 
símbolo de valor absoluto. Fazendo também D=-In2+€, 
оспо 


f 


pg tee eT ea) en 
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Nazas 


Se um integrando contém V1 77, então, de acordo com 
(944), fazemos a substituição x = a sec 6, onde 8 é escolido ro. 
сомпфопёйо da fono secante inversa; isto é, ш 


Da Danton se MA Net ci а бе 
Vea” ДЕГ 
501 
Erg 


podemos recorerao triângulo da Figura 94 ao passar da variável 
B para a variável x. 
EXENPLO 3 


ошын PEZ, 


sotucAo 


O integrando contém VETTS, que é da forma УРТ coin 
4-3. De acordo com (А), fazemos a substiigóo 


х-3жсб, desisecUigüdo 
Conseguentemente, 
E - 3g 


DE a- (2919 эмевцө 
e, 
Т 


“3$ 60-70-3 fecinao-s fan 
290-300 


Como sec 0 «x, podemos recorrer ao triângulo retângulo da 
ама 94. Considerando que 0 - VTA  Ө= мес (9), 
obtemos 


Cop Técnicas de integração 595 


Cemo veremos no próximo exemplo, podemos usar subs- 
Sides trigonométricas para calcular eras integrin que en- 
vavem (2? -i?)* (a? +2°)", ou (*- а)", nos casos em que 


SOLUÇÃO 


O integrando сойт а expressão 1-1, 
a? “x? com а 1, Aplicando (4) tubatuímos 


que é da formo 


resm, decos 000 
Assim, 1 =x? = 1- sen? O «cos? 8, e. 
SO coso 


E = 
sento sento 


a 


Para voltar à variável x, observamos que senBexeu]l ¢ 
recorremos ao wiângulo retângulo da Fipera 96, obtendo 
сие - VT ==" Logo, 


pega EE) ie 


P c 


“Apesar de dspormo agora de técnicas dicionais de negro 
ção, é conveniente relembrar sempre os métodos anteriores. Por 
жето, а integri. f (VOT) de poderia ser calcula pela 


k 


Lar 


¡comerla Alca Cup 


substituição Üigenonétia x =3 1g 6 Todavia, é mais simples 
tiza a subeitição algébrica и=9 +x" e de= 2e dr, pois, 
neste caso, a itegaltoma forma? fu, que € imediatamente 
dntegrive pela regra da potência. Os exercicios a seguir nehem 
integrais que podem ser calculadas por meio de ricas mais 
simples do que as substituições trigonométricas 


пунио оз 


ES Ор? Téonicas бернн» з 


8.4 INTEGRAIS DE FUNÇÕES RACIONAIS 


Verres 1-22: Calcular a меры. 


nde 


ШЕЛ 


T limited pelos pics de 
467429), узел 5 pla em tomo 
iy. Айе o volume do вй resultante, 


24 Ae a иса а regio delimitada pelo gráfico de 
УЭШ =), pelo еол pela eta 1 


equação dieedal sujeita 


SVAN усо nuca 
a 
Exeres 27-32: Uie uma substituição trignoménica 


pora estabelecer а fórmula. (Veja is Fórmulas 21, 
27, 31, 36, 41 e 4 no Apêndice IV) 


з Јуда. 
Бе КЫЛУ зен TRA 


+с 


"т 
LI qu 


2 


г 


Recorde que, se q é una função racional, entio gts) = 
ХУ), onde fis) e g( são polinômios, Nesta seção 
estabeleceremos regras para о clcolo de Јар de. 


Consideremos ¢ caso específico ate) = ЭДЕ? = 1), É fácil 
verificar que 


А expreso à esqueda da equação £ chamada decomposição 
ет ções parias de 2f 1). Para achar fla) d integra. 


mos cada uma das frações que constituem э decomposição, 
obtendo 


eae fle 


Teoricamente é possível eserever qualquer expressio 
Col) como uma soma de expressões reciontis cujos deno- 
minadores envolvem potlaciss de polinômios de grau não 
superior a 2, Especificamente, se f(x) e g(x) são polinômios e 
se орт de f() inferior ао greu de pla) então pose provar 
que 


de al forma que сайа termo Р, da soma tem uma das formas 


ААВ. 
rhe r 


pura reals A e 2 e n inteiro nionegaivo, onde ас? «xac é 
irredutível no sentido de que este polinômio quadrático não ет 
zeros (isto €, b"—4ac < 0), Neste caso, ax? + be + não pode 
expressarse como o produto de dois polinômios do primeiro 
grau com coeficientes reais, 


A эша F, «Fe s, 6 а decomposição em fruiões 
parciais de SY), e cada F, é uma Fração parcial. Não 


Provaremes este resulado algóbrico, mas estabeleceremos dire- 
dies para obter a decomposição. 


Comer Anac Ca 


түүнүн 


Diretrizos para a decompo- 


sigo de f(vig(a) em frações 


parcials (9.5) 


“As direrizes para achar decomposição em frações parcis 
de (ey) devem ser aliadas sorment sx) 
ao de gla). Se isto não ocorrer, teremos de recorrer à divisio par 
chegar à forma adequada. Por exemplo, dada 


cblemos, por divisio, 


incor vo gm de gla), е 


soLução 
demos for o denominados do integrando como segue: 


ST 

Cada for tem a forma indicada na Regra a de (9.5), com 
mm 1, Assim, ло fator x corresponde uma fração parcial da forma. 
Ale. Aralogamente, aos fatores x+3 e x-1 conespondem 
frações parciais ВДС 3)e Са 1) respectivamente. Portanto, 
a decomposição em frações parciais tem forma 


Moliglieando pelo mínimo denominador comun, obtemos 
() Ar 9 AG 3) 1) es 1) Cale) 


Em casos cono estê, em que os fatores são todos lineares e não 
repetido, os valores de A, В e C poem ser obtidos pela 
Sibstnicio dex por Valores que arulcm os vícios fores, 


Fazenda x=0 em (*) temos 
4 ou А-а 
Fazendo х=1 em (°), obtemos 
8-46, ou C=2 
Finalmente, sex =-3 en (°), temos 
-12-128 ou Bal 
A decomposição em frações parciais €, pois, 


acer N 
иза) x 3-1 


Integrando e denotando por Ка soma das constantes de inegra- 
o, temos 


FERE За pl a [2 
Salto FEF 
ЕЕЕ 2l |e 
IS 


Quia écníca para determinar A, є C é desenvolver o 
menino dicito de (°) є agrupar os ternos de mesma paéncis 
de x, como segue: 


gIIfrITI S IStESSSvS**33235334 
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К 


ОДЕ 
“Valemo-nos agora d de ato que, se dois plintenios são iguais 
então os coeficientes de iguais potências de x sio os mesmos, 
conveniente dispór nosso trabalho da seguinte maneira, a qual 
clumamos comparação de coeficientes de x. 


coeficientes dex: А+В+С-& 
coeficientes dex: 2А -B+30=13 
termos constantes: -3A ==9 


Pode-se verificar que а solução deste sistema de equações é 
A-XB--1eC-2. 


ٽڪ 


EXEMPLO 2 


Ac - Ii? 29 


оюн JED 


sotução 


Pela Regra a de (9.9), há uma fração parcial da forma 
Ae 1) que corresponde ao fator x +1 no denominador de 
integrando. Para o fator (х2)? aplicamos а Regra a (com 
ma 3), obtendo uma soma de três frações parciais Вг 2), 
Се 2) е Die 2). Conseqbentemente, a decomposição em 
frações parciais tem а forma 


(306-2) a 

Multipkcando ambos os membros por (x +106 = 2), obtemos 

[E 
C H1 2) Die 1) 


Duas dis constantes incógnitas podem ser determinadas 
mente. Fazendo x = 2 em (5), obtemos 


6-30 ou D=2 
Da mesma forma, fazendo x = -1 em (°), temos 
4-2 m А-2 


As demais constantes podem ser obtidas por comparação dos 
coetiintes,Atnindo para o suenbro diritode (*) vemos que 
o coeficiente de 1? € А + D. Este coeficiente deve ser igual ao 
coeficiente de aº esquerda. Assn, por comparação, 


Cap? Técnicos de атаве 601 


conficentes de x* ЗААВ 
Como - 2, segue-se que D = 1. 


Finalmente, comparamos os termos constantes ёе (*) 
fazendo x= 0, o que nos di: 


termos constan 


cde BA 44820 4D, 


Levando os valores já achados para A, В е D na equação, 
precedente temos 


1644-2042 


que tem а solução C = -3. A decomposição em frações parciais 
$, portant, 
FENCE 
(E aa 
Para obter a integral dad, integramos cada uma das rações 
parciais do membro direito da última equação, obtendo 


зынан s edge 


com К igual à soma das quatro constantes de integração. Esie 
resultado pote ser escrito na forma 


лаа -215 


EXENPLO 3 


SOLUÇÃO 
O denominador pode ser ftorado como segu: 
-a84 = Qn 1) 442r- 1) = (e+ ds 1) 


Aplicando а Regra b de (95) ао fior qudrtco педа 

forma 
(Ax e by 4) Pela Кера a, também uma fo paci 
CB 1) correspondente ao fator 2 ~ 1, Consegientenent, 
A+B С 


T RT 
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е 221 {Ax + BNR 1) + Ca +4) 
Pode se acho 
obtemos 


coeficientes dex) 5-A 
coeficientes dex?: -3-B 
coefictenes dex: TRA +C 


constant, Pasendo x = } em (°), 


-$-30 m Co 


termos constantes: 38 +D 
As demais constantes podem ser achudas por comparação de a BES AHR 
coeficientes de x em (°): 


= Portanto, 


coefientesdex?: 1A +C z 


Ayma 50-3, ж 
TED ааг атра 


corficentes des: -15-A 428 
se 

temos coma: dec “FT rT 

Como C «-, seguese de 124 +С que A= 2. Da mesma 

forma, utilizando os cosficienes de x com A =3, tems | 

—1=-3+2R ou A=1. Asim, s decomposição do integrando 

em frações parciais é 


Integrando, vem 


CR E EPE ЖЕНЕ ИНИ ЕЙ 
Jp [zm dee FM (K + 1) -3aretg. Sat 


EXERCÍCIOS 94 


Pode-se agora calcular a integral dada integrando o membro 
direito da última equação, o que nos dí 


seres 132: Calla a integral. 


] 
В ba 
ETS 


EXEMPLO 4 ! 

[p 

soLução 

Aplicando a Rega b de (95) com n =2, temos 
sete сер 


(ay Cena 
Molíplcado pelo menor divisor comum (++ 1] temos 
502 Im (Art BUG? H1) 4 Cr AD 


Se? 3 + e-3 4 HI A e Chet (B D) 


Eni seguida, comparamos os coeficientes: 


ETIIIIIIISIISSv99292222222422-—————-— 
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п p S teen 
Ет 
Mad sad aded 
ASE y 
КУЛУ 
aad 
[o 
Dur 
nm 


»j 


vm 
a 
Yara 1804 5 
n $045 
cathe) 


s, NM Use frações parciais par calcular a 
(oca as Fórmulas 19, 49,50 e 52 da bua 


Y se Jla) = айа! = 2e = 3), ache а área da gio 
ol rificode f de rea е2. 

MA región. delimitada pelos. gráficos de 
TM 04-3) Y - Re 261-3 gia em. 


n d eio. Determine o volume do sólido. 


(39 Se agi esci no Esecii ЗЕ gira ern lorno 
do eixo, che o volume do sido gerado. 


40 Na loga decesinento mise que, no 
instame, a ба de crscimeno fU) de uma 
quamidade fj) “seja dala por 
FO AFUE - f), cm A ¢ B constantes Se 
KO- C, mostre qe 


mo que uma nepal foma. 


" 
inet 
— 


as 


e usando a ийнйшїдов = a + (bs) 


4 Generalize o Exerc 41 gas ing бота 
1 
feas 
40 Suponho que alle keep (ec) 


pura um inteiro posiivo m e кай distintos 
©, conte Se la) E um polinômio de gran 


interiora s, mostre que 
[B A, Ar 
ES s 


com A, = ey) paa «1,2, n: (Tate 
эс, ка realidade, de um mando para obter а 


decomposição em rações parciais quando o de 
orina pode ser favor um fases шошо 
шов). 


44 Use о Exercício 43 para achar a decomposição 
em rações parciais de 


ЧЕГҮҮ 


9.5 INTEGRAIS QUE ENVOLVEM EXPRESSÕES QUADRÁTICAS 


A decomposição em frações parciais pode conduzir x integran- 
dos que contêm uma expressão quadrática iredulvel como 
axî + hx c, Se b #0, é necessário ds vezes completas o qua- 


ralo como segue 


EXEMPLO 1 


Calcular 


2-1 


par 


soLução 


de 


Note que a expreso quadrática x? б + 13 ¢ irrelutlvek pols 
b? due = -16 < 0. Completamos o quadrado como зери: 


хї-вс+13+(кї- б)+13 


отво) AD -9= (23544 


2 
Sat 


Fazemos agora а substiuigio 


una, 


ъа 
Tn 


af 


aeua, dendu 


a 
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Podemos também empregar а técnica de completar o 


quadrado quando uma expressio quadrática aparece sob o sinal 
do radical 


SOLUÇÃO 
coca ja dino nas crio 
ERRATA 
adc 
paia, 
Sadat 
tl 
— 
پاد‎ 
-— 
aaa 


z 


ЫЕ мы 


acne C 


No próximo exemplo remos ums sulitoiçãotrigononé. 
"ca зрб completar o quadrado. 


EXEMPLO 3 


окш apg 4 


soLução 
Completamos о quadrado d expresso quadrática como segue 
хі +R + 25 (a+ Ro) 25 
= (x1 + r+ 16)+ 25 - 16. 
=(x+4)%+9 


Assim, 


1, ЭИ — 
Ses las © 
Fazenda a sbsiiiotrigoromébica 
хабе шб, des3se 040. 


ento 


MESS = УЛЫТ VETOT -38c 0 
1 


1 
e Ir c E Er d 
fen 


-ineens e 


Para voltar à variável ari 
Figura 9.7, obtendo 


ial x, uilizamos o tngo da 

1 Var + 05 
fue Mp3 
ln TFR exe 4|- 10139 C 
ln [FEE exd|eK. 
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vxencicios os patios agora como spa: 
á ЖЭ др س‎ 
En rat "Јата lr de | 
А rm 
و‎ a pa 
ra "TNCS St] ш-ды 
1 4e nee Sj 
Sanz " uu) +e 
1 ае Ма AN OMA 
“Seat Р 


solução 
Salido poe u a pesto sob о айа, cto 


aat 


19 Ache a área da reião del 
у= + dx 429,3 


30A regio detim 


sa 


иена on 4 


П -— 
Ja est 


c. AN 


9.6 SUBSTITUICÓES DIVERSAS. 


TB eae die moin dt 
ы: етн 
potiiis 


esta seção estudaremos subtituigões els para o cálculo de 
certos tipos de integrais. D primeiro exemplo mostra que, e uma 


integral contém uma expressão da forma Ух], então uma das 
mebnitigies и УБ) ou n = ffp) pode implica o co. 
EXEMPLO 1 


сык Ja 


Ta 
SOLUGAO 1 


A substituição и = FTF conduz às seguintes equações equi- 
valentes: 


ATA, абала, A 


Usando a diferencial de cala membro da última equação, 
blemas 


теде ou хакери 


Neste caso, podemos escrever 


1 fu au) 
qua) + C= peu 10) C 


LG 


EXEMPLO 2 


enter JE as 


А 
soLução 
Para obter uma substituição que elimine os dois radicais 


Ve e e фу ea, fazemos их, onde п é о mínimo 
denominador comm de | e! Fazemos assim 


35 ou, equivalentemente, x = ut, 
Logo, 
dee but du, х9 (a, x (ut) ma? 


e, portanto, 


610 Cielo com Geometria Analliea _ Cop 9 Cap9 Tienen de integração бп 


Teorema (9.5) 


Consegientemento, 


Detener ja 


ata hn Jue С 


solução 
E ED +1) 4C 


Se o integrando 6 uma expressio racional em sen x e 
osx, então a substituição. 
иеа pm <x <x 


transformará o integrando cra uma expressão racional (algébrica) 
em и. Para proviso, notemos primeiro que. 


ETSI 


1 E 
ETT 
EMITE 
sm | 3 
Além disso, como x/2= меўи, temos x = 2arctgu e, assim, E 
e O Teore (9.0 pode ser nado para qualquer integran | 
ine que seja uma expreso racional em sen x e cos; davin, 6 


importante também considerar substituições mais simples, nn 


O teorema seguinte resume o assunto. forme exemplo a seguir. 


Efrrrrrrrenasasananananasasacana na 


ME Cala com Gomera nali Cop. 9 


EXEMPLO 4 


Tesnix 


Calcular 


soLução 

Poderosas as fórmulas do Teorema (9.6) para transformar 
o integrando em ша expreso racional em и. A subeívição 
seite € mais simples 


шема, du-coszdi. 


Assim, du 
"— 
— 
vonciciosas 
ame, 126: Gde ing лүн 
ı fsa а [Ara 
fa 
nz 
d h vrat 
NR 
Е 


e 
uf ti 
Ге ена. 27-32: Ust o Tere (94) para calar 
ttg 
ыд 1 1 
"Bast Bl 


Marat چا‎ 


Me atar" 


Exercs 3334: Use o Teorema (9.6) para estabelecer 
fórmula. 


9.7 TÁBUAS DE INTEGRAIS 


Matemáticos e cientistas que utilizam integrais em seu trabalho 
“costumam recorrer а tábuas de integrais. Muitas fórmulas con- 
tdas nessas tábuas podem ser obtidas mediante aplicações de 
métodos já estudados. Em gera, as tuas de integrais devem 
ser usadas somente após adquirir experiência com os métodos 
padrões de integração. Para integrais complexas ё freqlentemen- 
te necessário fazer substituições ou wilizar frações parciais, 
integração por partes, ou outras técnicas para obte: inlegrandos. 
205 quais se possa aplicar a tábua. 


Os exemplos а seguir ilustram a utlizagio de várias 
fórmulas constantes da pequena tua de integrais do Apêndice 
IV. Como precaução contra possiveis erros no manuseio das 
tábuas, convém verificar sempre os resultados por diferenciação. 
EXEMPLO 1 


Cue faenas 


soLução 


Em pámeiro lugar utilizamos a Fórmula de redução BS da tábua 
de integral, com яп = 3 e =, obtendo 


Јода зная 3 [tenis 


Em seguida aplicamos a Fórmula 84 com л = 2, e а Formula 83, 
obtendo 


Je saxt сахал Pressa de 


me sc coss +xsena)+ C. 


Substituindo este resultado na primeira expressão, obtemos: 


“fo condena мах аЗ osx бонк r senx+ С 
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EXEMPLO 2 
Calcular fog pana x > 0 


SOLUÇÃO 


O integrando sugere wtilizarmos a parte da tábua referente à 
Топта Уа +”, Especificamente, a Fórmula 28 afirma que 


(Nas tábuas, a diferencial é colocada no numerador, е não à dita 
do integrando.) Para иа esta Fórmula, devemos ajustar a integral 
dada de modo а fazê-la coincidir exatamente com а Гета. Fazendo 


3 e ute 


então a expressão seb о radical está sendo tratada; entretanto, 


também perrea de 
O u? à esquerda do radial 

(0) du so numerador 

Podemos obte escrevendo a integral como 


E 
Sana" 
Tui wen qu 


nav e dun VS de 


é esstevamos e integral precedente como 


A 
Mrd 


А última integral coincide exatamente com a di Fórmula 28 e, 


portanto, 


Conforme o exemplo seguinte, pode se preciso fazer uma. 
substituição de algum tipo antes de utilizar a tábua para о cálculo 


de wai 


arl 


EXEMPLO 3 


зз e 


аы [дт 


SOLUÇÃO 
Comecemos escrevendo a integral como 


afinas y 


sena 
La 


Cono nenhuma fórmula da tábua tem esta forma, tentaremos a 
subelitgão и = cos x. Então du = sen x dre а integral pode ser 
eseria 


m 


Recorendo à tábua de integrais, vemos que a Fórmula 55 é 


Utilizando éste resultado com а «3 e b 


tamos 
af gb (s Je с 
Finalmente, como u= cos x, obtemos 


4 Я 
«бена бт танта с 


Esudamos vários métodos de cálculo de integrais intei 
nidos; todavia, os tipos de integrais considerados constituem 
apenas ama pequena parcela dos que ocorrem nas aplicações 
Seguem se esemplos de integrais indefinidas para as quais 0 
inlegrando não pode ser expresso em termos de um nimero finito 
de Funções algébricas ou transcendentes: 


SOTA Јута, feu 


No Cano 11 esvnrenos todos querer somat 
ins no culo de ls negra 


272222222272?72222227271272222?22222*222* 
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pineksa: 


a foot zae 64 fund ree de 


ло е а ua de integrais do Apêndice 


ea — 
Sentus mque jaa poc dieci aa 
2 we отровна аа oB fecondi 
YU PTS Pao a m fes rossa E 
| fuit 1 f nf ae ojito ло Je VET a 
Yuna A рамата ASIA za ajuda nda пры 
TE kik ааа ие js 
ils A O ааа 
! реге вра Vica as m 
D 10 fien cos dde bi э jeviséa зж Јав? easy ас 
nu y 2 Е 
уела 12 farpado ed) B. "LLL Јав 
nne ê er e rd 
f do ft geo II می‎ эы 
узад i i EPI 
wf ae ав а SEL fca 
уы 27 had far 46 folus de Ld 
ат [Vr sn VE de 40 Језа ENEMY 
vi rxicicios DE REVISÃO a > "fua ©“ 
ofa во f cae 
Veris 1-10: Cale a tg a И Er jota a2 fata de 
I [rsen de 2 P uda 
І Jue 004. ají a ej эре 
TOU CES y Ё pr 
y : qf de ura p 
sesta aede 6 fusis rens d 
sia کیره‎ 
1 Галаба в furóxa аја Бис Éter 18 PIE 
dg E ET 58 fien cde aa 
21 fé sendede 22 f conn s)de. a тг 
заалаа заразна { n^ — "54 fos 
ТРЕЈА 
aj Ea жї} а/е aa 
Tua RES E Tesi $e "m 
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эта нра 


p posae "S засака, y 
a E Жы” "Га | 


joa re 


AS 


т Capítulo 10 
E. ous FORMAS INDETERMINADAS 
^" E INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 


INTRÔDUÇÃO 


O pain Бий Varas cuido 1 | 
Copo 3 fo a биши da derivada 


Se f € contíma em = a, entio, tomando o 
limite do numerador e do denominador sepa- 
табеле, obtemos 


umna expressão indefinida, Todavi 
ge as derivadas nem sempre sto indefinidas. 
Você recordará que, para chegarmos a cada 

тада de derivação, utilizamos uma simpli- 

cação algébrica ou trigonomética, a qual era 

ри vezes acompanhada de uma manspolacio. 
engenhosa os um argumento gecmétrico. 

Neste capitulo estudaremos técnicas que nos 

permitem proceder de maneira mais direta a0 
considerarmos problemas análogos sobre li- 

mites, O resultado mais importante que abor- 
daremos € a regra de L'Hópital, usada para 
determinar limites de quociente em que am- 
bes, numerador e denominador, tendem para 
0, ou ambos tender para eo qu ~œ, 

Na Seção 102 estudaremos ontras for- 
тиз indeterminadas. Nas duas iltimas seções 
abordaremos integis definidas que têm in- 
tegrandos descontíuos ou limites de integra- 
são infinitos. 

Os tópicos estudados neste capitulo 
têm altas aplicações та matemática € йа 


física Tara nós, a aplicação mais importante 
ocorrerá no Capitu 11 do Volume ll, quan- 


do estudaremos as sérios infinitas. 


e s ЗЕЕ 


HÀ do com Geemeta Amas cap 10 


Ci 10 Formas indeed vegas crops өл. 


10.1 AS FORMAS INDETERMINADAS DE 0/0 E DE c/o 


Formula de Cauchy (10.1) 


Lan cala caso, tomando os limites do numerador do denominado, 
oblemos expressões indefinidas 00. Dizemos então que es quo. 
‘cientes indicados ёш a forma indeterminada 0/0 cn x = 3 e x = 
0, respectivamente Já usamos anteriormente métodos абсо, 
geométricos e trigonométicos para calcular iais шз. Nesu, 
seção estabeleceremos outra técnica que utilia as derivadas do 
numerador ¢ do denominador do quociente, Consideraremos tam- 
bém aforma indeterminada s/«, a qual tantoo numerador como 
о denominador tendem para = ou =œ А tabela seguite apresenta 
as definições das formas que serão estudadas, 


o linfa)-0 e limg()=0 
d КЕ hos 


= алев е mg ou 


O principal instrumento para о estudo destas formas 
indetermimadas 6 a regra de L'Hôpital. A prova desta regra 
¡tii а fórmula seguinte, que leva o попе do matemático 
francis Augustin Cauchy b Gn. 


DEMONSTRAÇÃO 
Notem prieto que КВ) = ao) « @ porque, de oun form, 
lo) = 60) e pelo Tere de Rol (410), exis um número e 
“em (o, b) tal que g (c) = 0, contrariamente à nossa hipótese sobre g'- 

Introluzanos uma nova função À como segue: 


M) «UO -AN ste) = st) -кай] x) 


Regra de L'Hópital* (10.2) 


+ в. L'hôpital (1651-1794) ва ums 


178), professor de L'H, que The 
comuni o resultado em 1694. 


¿para todo x em a, Seguesé qu £ conia em [a, b) e 
diferenciável em (a, b) e que Қа) = A(b). Pelo Teorema de Rolle, 
existe ип nimero en (a, ) tal que 4) = O; io 6, 

Vb) - fia) 89) I0) = кй] ov) =0 
мов equivalente à fómula de Cauchy. 
Айа» de Cauchy 6 penalização do orema do valer 
médio (4.12), pois, fazendo g(x) =x em (10.1), oblemos. 
10-9 Г у 
Ee 


O próximo resultado constibi o principal teorema sobre 
formas indeterminadas 


DEMONSTRAÇÃO 


Suponhamos que foa) tenha a forma indeterminada 0/0 em 
x=ce que li, [FGC] = L para algum número L. 
Oueremos provar que lim, GA =. ntoduzamos duas 
funções F e G como segue 

нд) erue e Fen 

бе) = и) serre e G()=0 


Com 
Jim Fi) im fi) 0 Ft 


a função F€ continuam ce, dif é continua em rodo ө intervalo 
(a, b) Anlogamente, G é continua em (а, P). Além disso, em. 
тодо x с temos FT) = f) ©) = 80) Segue-se da 
fórmula de Cauchy, aplicada ao intervalo [с, x] ou ао intervalo 
1х, €), que existe um número w entre ¢ € x ta que 


@з Cisl com Geometria alic. 


Cap 10 
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сема 


p: 


Figura 101. 


т) ңе) P) fi 
ix) = G(e) " О) gw) 


Cono Fi) = ft). Gl) = кїй, e Fe) = Ge) = 0, obtemos 
1M fo) 
жо”) 


Como w está sempre ente е x (veja а Figura 10.1), кереке 
que 


"E 
їз дә”! rw 


que ê o que queríamos provar. 


то). 
e) 


Argumento análogo vale se lim, _, [SNE] = 2. A 


prova para а forma indeterminada ўе é mais dificil e pode ser 
encontrada em textos de cálculo avançado. 


A тера de L'Hopial é usada ds vezes incorentanente, 
aplicando-se а тера do quociente à (ук). Tendo em vista 
que (102) afirma que as derivadas de f (x) е g(x) são tomadas 
separadamente, ops o que caño é que se pesquisa о limite de 
Figo. 


EXEMPLO 1 


Achar lim 88025-1 


SOLUÇÃO 


“Tanto o numerador como o denominador têm limite O quando 
x->0, Logo, o quociente toma a forma indeterminada @0 em. 
Pela regra de LºHôpita (102), 


do SAAE ao taped 


desde que o Emite à direita exista cu sej e». Como 


"ER 


segue-se que 


As vezen é preciso aplicar regra deL. Hépitl vi 
no mesmo problema, como se vê по exemplo seguinte, 


EXEMPLO 2 


soLução 


de L'Hipital, 


desde que o segundo lir Comos último quociente tem. 
a form indeterminada 0/0 aplicamos a терга de L'Hôpital miis 
uma ves, obtendo 


E E 21 


Pg beni “узом 7 472 


Segue-se que o limite dado existe é igual a $. 


A regm de L'Hópitl é válida também рага mites uni 
trais conforme ss vê то exemplo seguinte. 


EXENPLO 3 
маш d BE 
ИЕ 
SOLUÇÃO 
A forma indeterminada é эў», Pei regra de L'Hôpital, 
im [ies tim Acto ex 


tim 
as TANCE "чш EXIBE "чш Ша 


O último quociente tem ainda а forma indeterminadá йш em 

aplicações adicionais da regra de Тора 

sempre resultam na forma эў (verifique este fato). Nesie cavo, 

pode-se achar o Minie utilizando idemidades удин каз 
para modificar о quociente como a seguir: 

sex Mox 4 

[UTE 


Conseqfentemente, 


'4g424929222122299229222229222712727271722222*4 


ut com Geometria Алйев Cap 10 


Pode-se provar outra forma éa regra de L'Hópital pare 
xa ou ce Doremos uma prova parcial deste fato 
Suponhamos que. 

lim f) «li 


=0 


Fazendo и = V explicando a regn de L'Hôpital, 


i ГА] 
pr] ac: DEUM) 


Pela regra da cadeia, 
D, fU) = FUMA) € D, gQuà) = EMMA) 
Sibetisindo no último limite e simplificando, obtemos 


1 o tin ГОМ) р LO 
Jg) 2m gO) ek d) 


Referimo-nos a este resultado também como regra de LH 
Os dois rónimosexemolos ilustram a aplicação da regra à forma. 
p 


EXEMPLO 4 


Achar tim BZ, 


SOLUÇÃO 
A forma indeterminada é ej, Pda regra de L'Hòpital, 


A lima expressão lem a forma 
aplicação reiterada da regra de L'Hógital conduz novamente а 
% (verifique ese (м). 


Se, em ugar disso, simplificarmos а expressão algebricam 
poderemos achar o limite como a segui 
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EXEMPLO 5 


Achar Ша > se existit 


soLução 

A formna indeterminada ê e. Apliquemos a regra de. Hi: 
Fu 
a 


O último quociente tem a forma indeterminada coje; aplicamos 
assim a regra de 1ºHôpital uma segunda vez, obtendo 


Logo, e? vo tem Шай: finito, crescendo sempre quando a — ө. 


É extremamente importante verificar seu dado quociente 
tem a forma indeterminada ON ou «= antes de aplicar arera 
de L Nepal, Se aplicamos а тера а uma Torma que não € 
indeterminada, poderemos chegar а una conclusão incorreta, 
como se vê mo próximo exemplo. 


EXEMPLO 6 


"—(——— 


SOLUÇÃO 


O quociente ndo tem nenhuma das formas indctcrminadas 00 
uj em = Û, Para investigar o limite, escrevemos 


Como 


segue-se que 


Se tivéssemos omitido o fato de que o quociente não tem 
nenhuma daquelas formas indeterminadas, e tivéssemos (inco 
retamente) aplicado а regra de L'Hópitl, teríamos obtido 


425 Clo om romería Ana Cop 10 


Cono o último quncien tem a forma indeterminada 0/0, 
aplicadas novamente a regra de L'HOpial, tendo 
se 2 


"eramos asim chegado à conclusão (errônea) que o limite dado 
existe ¿iguala 1. 


O próximo exemplo ilustra a aplicação de uma forma 
| indeterminada à арабе de um lsculo elétrico. 


1 


|. "| Exempo? 

ГА 
— O diagrama esquemático da Figura 102 ilusa um circuito 
Fura 102 scio consistido de uma força eleromotri Y, um resistor R 


e um indutor L A corrente no instante té dada por 
MET 
fem) 
“Aplicadas voltagem (em t= 0), o indutor opõe a taxa de aumento 


de corrente e / é pequena; todavia, na medida em que aumenta, 
1 teade para VIR, 


(0) Se L é a única variável independente, determine 
[0 


@) Se R é a única variável independente, determine 
A 


soLucio 


(a) Se consideramos V, R e £ como constantes e I como 
vativel, então а expressão de 1 não é indeterminada em 


LL 0. Aplicando times sobre lite «меле 
BIBLIOTECA DO DME/UFCG 
ZELE OS LIVROS 
EVITE MULTAS 
ENTREGANDO-OS Eli DIA 


Yen 
im fct) 


“Assim, se L =D, então a corrente pode ser aproximada pela fei 
de Ohm ИЕ, 
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(Ы Se V, Le t são constantes e R é variável, entio Г tem a 
forma indeterminada 0/0 em A = 0. Aplicando а regra de 


T'Hiit, temos 
dim do Vim Et 
= vim 02€ dn 


VO Oca e 


eo pode ser interpretado como segue: Quando R — 0, 
corrente € diretamente proporcionalao tempo , coma constante 
de proporcionaidade VL. Asim, em £= 1, а corrente é VIL, em 
122, 60000), em 1=3 E (УУ) etc. 


EXERCÍCIOS 1041 


eres 1-52 Ache о limite, se exi 


1 lim AE aim 2 
emo emo ex 


E po 
эла E 


Ei 


mite 
mm 


EI Кн. 33-84: Prevja o limite após subitiuir x 
pes valores indicados para k = 112,384. 


geese), A 
Ма +10) 
aand ya 


Й 


үле ci de am balão un objeto de massa 
тс а Torga da resistência do ar é diretamente 
opcional à velocidade (0 do objeto no ins- 
Tante t, então pode-se mostra que 


0 ema e tmn, 


nies De g É uma constante gravitacional 
Ae im 0 4 щй. 


56 Se uma bol de ago de massa m é liberada na 
qua s a força de resiência € diretamente 
proporcional ao quadrado da velocidnde, estão à 
distância s() que » boa percorre mo lempo £ é 
dada por 


MA = e 18) In cesh ЫТ, 


onde É > Û e g é uma constante gavitadonal 
Determine Wm, у. 


51 Com eferênciaà Definição (422) de movimento 
arma simples, veja um exemplo do fesôme- 
mo da ressonânia. Um peso de massa m é preso 
a uma bola suspensa а partir de um suporte. O 
peso É posto em movimento movendo-se o н 
porte para cirma e paa baixo de acordo com a 
Tarada A = А со ш, onde À e w sio constantes 
positivas e é о tempo. Se s forças de atio são 
берене, ento deslocamentos бо pso em 
tao su posição inicial vo instante (5 dada 
por 


€T— 
com ta, «Kim para uma constante k e com 
voice 
a ma a Emp 


51 O modele logistico de crescimento populacional 
prevê o mue j() de шша popaação m 
instante t por meio da Fórmula 0 = Кнев, 
onde e | são constantes positiva e e = [è — 
(Oy (0), Os ecologistas desominam К a 
apecidule de susteme (carryng spociy) + o 
interpretan cono o nûmer máximo de indi- 
vídeos que o ambienta pede кетш. Ache 
lim М eli, = (e ista a significa 
cão gráfica deme mie 


00 ess ral de Pres 
Cm fado as ni adição 
data. ueno 


JO Fa indrminados tg gris ө» 


tomo do ноз Aproxime V por meio de rea 
de брин com = 4 


ёз 0.8e no -1, então 


[Xd o 
A 


a. É 


е (a) Com refrênci ао Exercicio 60 use a gra 
da Simpson com = 4 pim apreimar Ci) 


n 


®) Оше C em [0, 1] utilizando os valores 
achados em (ak 


7 B 62 Com абый ao Esetco Ol, seja a região 
vob o gráfico de Cde x= Û ax = Lese Vo 
volume до lido gerado pela revolução deem 


64 Determine in, „уб se 
10 Pa ns 


102 OUTRAS FORMAS INDETERMINADAS 


Na seção precedentë estudamos limites de quocieates que têm 
ж formas indeterminadas 00 ou eje. Os produtos também 
podem levar à forma indeterminada 0 . o, como se define na 
seguinte tabela. 


Em exercícios consideraremos também а forma indetermi- 
mada D. para o caco» m ow к — — m. Valem as seguintes 


Diretrizes para Investigar 
Jima e 17009001 para а 
forma 0. (10.3) 


de ГУЦ) os di o linite, enquanto 
una expressio mais complexa. 


EXEMPLO 1 


Achar Балтык 


630 Co con Geometria Amalia бр 


a e‏ ر n‏ س 
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soLução 


A farma indeterminada é 0 -‹=. Aplicando a бене 1 de (10.3), 
escrevemos 


Como о quociente à direita tem a (опта indeterminada eo em. 
© = 0, podemos aplicar а regra de L'Hópital 


hz ga Ur 


int nami tm д) 


aplicação reiterada de regra de L'Hápital 
“efa. Neste caso, simplificamos o quxi 
achamos o limite como a segui: 


dua novamente a 
algebricamente e 


então forma indeterminada resultants teria sido 0/0. Pela regra 
de L'Hüpial, 


lim a) 


A expressão 2 


a escolha na 


пай complexa do que In x, de modo 
eri 1 nio mos d o limi. 


EXEMPLO 2 


Determinar Hm (2e4) seca 
E i 


sotução 
A forma indeterminada é бее. Aplicando a diretriz 1 de (103), 
começamos por escrever 

e sexe E 


[m 


Como а última expressão tem а forma indeterminada 0/0 em. 
х=}, podemos aplicar а regra de L'Hópital como segue: 


As formas indetermiaadas definidas па tabela abaixo po- 
dem surgir na pesquisa de límites que envolvem expressões 
exponenciais. 


12 Forma Forma do limite; 


indeterminada шау, 
o, reis еге el а 
v Jim fla) -0 e fingi) - 0 
ый fim Д) m ou -= o lim gi) - 
1 Jin 0) = 1e трде а ou a 


Nos exescíclos consideraremos também casos em que 


Um inéto para estuda essas formas conste em considerar 
у= дое 
«tomar o logaritmo natural de ambas os membros, obtendo 
Any = Inf)" = s) Ia f) 


Se forma indeterminada é 0° ou e, então a forma indetemi- 
nada para In y € 0.e, que pode ser facilmente resolvida pelos 
métodos anteriores. Dá mesma forma, se ytem a forma 1º, então 
a forma indeterminada para In у a0. Segue-se que 


= | ) logo limpe! 
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Diretrizes para Investigar 
time -e [09909 para as 
formas 0", 1* ex (104) 


мое, lim f) et 


Este processo pode ser resumido como а seguir: 


Um erro comum consiste em parar após mostrar que 
lim, пу = Le concluir que a expressão dada tem o limite L. 
Deve-se ter em menie que queremos achar о limite de y. Assim, 
зе la y tem o limite L, então y tem o limite ¢. As diretizes 
podem sec usadas também sc x— ® ou se x -» -o para limites 
unilaterais, 


EXEMPLO 3 


Achar im (1430109 


sorução 


A forma indeterminada é 1%, Aplicando as diretrizes (104), 
procedemos como a seguir: 


Diniz: y= (14 3% 
каза Ei _ 
Dintra: lay ga (14 a t 


Diretriz 3: A última expressão em a form indeterminada. 
Q0 em x = 0, de modo que ao aplicarmos a regra de L'Hôpital: 


dn yo O „ы Эй әз) „з 


5, 
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Conscqlientement, chegamos a: 
lim (1439400, 


A última forma indeterminada a considera é definida 
abaixo: 


-- ао) арр) 


Ао investigar eee, procuramos transformar а forma 
fix) - да) em um quociente ou produt e aplicar então а regra 
de L'Hópitl ou outro método de cálculo, conforme se vé no. 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 4 


La 
хе imc 


SoLUção 


A forma € ce e; mas, escrevendo а diferença como wma fração 
Única, então 


150 nos dá а forma indeterminada 0/0, É necessário aplicar a 
regra de L'Hópital duas vezes, pois а aplicação pela primeira 
vez conduz à forma indeterminace 0/0. Assim, 

1-е 
лее 


м Cd com Cera Analico _ Cop 10. 


Isolamento 


EXEMPLOS 


A velocidade v de um impulso elétrico em um cabo isolado € 


m 
У) 
—— 6 ls Hê Ê Û 


distância do centro da caboà parte externa do isolante, conforme 
ilustrado га Figura 103, Determine. 


(a) tim v ГЕ 
a" а 


solução 


(a) A notação de limite implica que r £ fixo e R é variável, 
Neste cas а expressio de y não é indeterminada, e 


паун in (E) (f) о 

(0) Se R é fîno e r é vaiável, então а expressão de v toma а 
forma indeterminada шг = O; rnsformamos assi, 
a expressão algebricamente, cono a seguir 


к в) 2 im 1". R 
A a e 


O último quociente tem a forma indeterminada eje em r = 0, 
de modo que podemos aplicar a regn de L'Hópitl, cbtendo 


ly vet ы (O 


Exercícios 102 


utres 141: Ache o lite, e exit Оу sro) 
Llimetoz aim шах 0e v 
= Ee 
"L ШЕН 
id aet aims en e 
t UT n 
5 lime sesx 6 im xweg = 


= 
_ Ca 10 Formus indemindas ego ip 635 
Mimus" 40 im acercando 
—: т=з" ла, 
a enh x= x) 
15 m (2-1) 16 fime e 
sod 42 lim [1n (dx + 3) - 1a Qe 4 
Wim ao esa 
б, seres 40-44 Orr f ro intervalo dado e usar o 
pate par eie А Koh 
[UA 20 lim (e-2 ac 
enr e? a 
ү atw огы 
Mim (es Rim (1+мў** 


EA 


el 


25 lim lm leerla) 
Tm(-2"* 28 dm Mae 

30 lim (сойх – esa) 
a т) у 


an 


Er 


33 im oo x) 


M lim TE alga) 
aim (seo 36 nn ean 
р se 


| 


за tim WA 


uan [ret] rosaa 


Бета 45-46: (a) Ache cs extremos locais e discuta 
о comportamento e ЈО) та vizinhança de x = 0. 
(0) Ache эз assíniots horizontais, se existirem, 
(e) тосе o rác de f para ¢ > O. 


so але 
41 А média geomirica de dois números reais posi- 


өш а e b ddinida coma Vah. Ute aegra 

spia para provar que 

NM 

2 

48 Se uma quanta Pé aplicada à taxa de juros de 
10r 5 эз ano, composta m vezes por шю, o, 
о principal, a0 cabo de tnos, é dado por PI + 
me Considerando m como um número resl ¢ 
fazendo m crescer indefinidamente, dise que э 
tasa é compose conimsanente Uze a regra de 
Lobi para mostar que, neste caso, o princi- 
pal эриг anos é Pe 


49 Com referência ао Exercdo 55 da Seção 101, 
ma formi да velocidade 


ч = бий et 
m representa x massa do objeto em queda. Ache 
Um ma Ve сопе que v() € ионын» 


теше proporiomlmente зо tempo te a musa 
mito gran, 


I££f12222222222221222222222222292929229 
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10.3 INTEGRAIS COM LIMITES DE INTEGRAÇÃO INFINITOS 


Figura Ma 
Dolinigáo (10.5) 


[i-a 


In. É 


Mira 05 


Figura 104 


Seja f uma função contíne e são-negativa em um intervalo 
infit [а, =) e im, ЛС) -0.Se1 > o, ento área A(O 10b 
o prático de J de aat conforme Figura 104, é 


AY» тоа 


Se li, A() existe, então о limite pode ser interpretado 


como a área da região sob o gráfico de f, acima do eixo-r c à 
direita de x = a, conforme ilustado ла Figura 10.5. Usa-se o 


stt de pr decor ee inem. Se lim As 
o ao дою iba un laeti gl ku 
A pute (pci ug generas 


precedentes para o caso em que f(a) pode ser negativa para 
algum x en [a, ж). 


т, E 


OS 


кей: лө exp = CO Т 
dede que o lini 


to аш St da 


umo 


Se До) 2 0 рма todo x, entio o limite va Definição 
* (105)ii) pode ser escarato como а área sobre o gráfico de f, 
acima do eixos € à esquerda de x = a (veja a Figura 10,6) 


As expressões na Definição (10.5) são integrals Impeó- 
prias. Eles diferem das integrais definidas pelo fato de um dos. 
limits de integração não ser um número real. Diz-se que uma 
integral imprópria converge se o limite existe; o limite é então 
o valor da integral imprópria. Se o Limite não existe, a integral 
diverge. 

A Definição (105) é útil em muitas aplicações. No Exem- 
plo 4 uülizaemos uma integral imprópria рма calcular o 
trabalho exigido para projetar um objeto da superfície da tera 
a um ponto situado alêm do campo gravitacional da tera. Outra 
aplicação importante ocorre no estudo das séries infiaitas. 


EXEMPLO 1 


Determine se а integral converge ou diverge; se convergir, ache 
seu valor. 


Pa PA 
a St ® f 4 
SOLUÇÃO 
@ таа Definição (10590) 


ld = lim 


[epen 


Assim, a integral converge e seu valor é 1. 
(0) Pda Definição (1050) 


а EH 


n [in(t- 1)- (2-0) 


ЕТЕ 


Сото o limite não existe, a integral impró; ире. 


“As Figuras 10.7 е 10.8 exibem os gráficos das duas funções 
dadas pelos integrandos no Exemplo 1, juntamente com as 
regiões (limitadas) sob os gráficos para x = 2. Note que, embora 
'os dois gráficos tenham a mesma forma geral para 22, podemos. 


atribuit uma área à região sob o gráfica da Figura 10.7, mas não 
sob o gráfico da Figura 104. 


[mE 
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Figura 109 


Figura 107 


O gráfico da Figu 104 apresenta uma propriedade 
intensa, Farendo se a regio sob o gráfico de y = t 1) 
rar em lomo do eixos, obtém-se um sólido (limitado) de 
revolução, conforme Figura 103, À integral imprópria 


pode ser vista como o volume deste sólido. De acordo com (a) 
do Exemplo 1, o valor desta integral imprópria ê x + 1, ou a. Isto 
nos dá о fito curioso de que, embora não possamos atribuir uma. 
área à região de Figura 108, o volume do sólido de revolução 
gerado pela regio (veja a Figura 10.9) finito. (Situação análoga. 
$ descrita no Erereício 35) 


EXEMPLO 2 


Atribua uma área à região sob o gráfico de y = e^ acima do 
i e à esquerda de 


solução 


A Figura 10.106 um esboço da segião delimitada pelos gráficos 
dey= х= 1 ex = f, pan f < 1. А área da região 
ilimitada à esquerda de x= 1 é 


= Im (e-e)=e-0-e 


Uma integral imprópria pode ter os dois 
são infintos, conforme definição a seguir, 


Definição (10.6) 


86088 que Negras impróprias à direita sejam con- 


Se ums das integris à dicia em (106) diverge, diese 
ento que f flx) de diverge. Podese mostrar que (104) não 
depende да escolha do número real a. Mostrar-se também que 


Stade io é scene mea que ln, 


ДӘ) de (considere f(s) = 3). 


EXEMPLOS 


е сеш f. 


Ф) Esbogaro gráfico de Д) cs é interpretar el 


em (a) como wma área. 


soLução 
M) Utilizando a Defiição (10.6) com а = 0, obtemos 


Бата лун 


Em seguido, aplicando a Definição (1050), temos 


1 
TI 


se nf ¡Epa naa] 


= imag 0) 50 


io de (10.3) 


Analogamente, pode-se mostrar, por n 


Conseqüentemente, a integral impróptis dada converge e tem 0 
valor (я) + (42) =. 


M0 Cul co Geomerio Anal ` Can 10 


г 
Figura 10.2 


(0) O gráfico dey = 141 4 ¥) € a Figura 10.11. Tal como em 
nossa discussão prévia, а região ilimitada sob o gráfico e 
acima do eixo-x pode ser considerada como una área de 
л unidades quadradas, 


Concluamos esta seção com uma aplicação física de uma 
integral imprópria. Se a ¢ b são аз coordenadas de dois pontos 
А еВ em uma rea coordenada! (veja a Figura 10.12) e se f(x) 
© а força que atua ко porto Р com а coordenada x, então, pela 
Definição (6:21), o trabalho realizado quando Р se move de A 
aé B € dado por 


LE 


Demodo análogo, aintegal imprópria f” (5) de pode ser usada 
рап definir o то realizado quando Р se move indefinida- 
met para a iita (pas aplicações usa-se a terminologia P se 
move em direção ao findo. Ки exemple, е До) € fox de 
atração ere ша particula fixa em A € uma pecu (vel) 


сагезсс> ento f” Jla) derepresentao trabalho necessário 
para mover P do pomo com coordenada cat o infinito. 


EXEMPLO 4 


Seja 1 uma rela coordenada com origem O no centro da Tera, 
conforme a Figura 10.13. A forga gravitacional exercida em um 
роо de tà distância x de O é dada por fa) = Rc, para algama 
Constante k. Tomando 6.300 km pare o та da terra, determine 
о Каба necesári para projetar um objeto de 45 quilos ao 
longo de l, da superficie da tera até um ponto fora do campo 
Erariacinal de Tera. 


soLucko 

Tecnicamente, há sempre uma forga graviscional f) undo 

she о ot ena, podemos pir de laço vale da 

supeficie o io. Pelo qu precede, queres decir 
в fede 


Por definição, f(s)« Kc? é o peso de um objeto que está à 
distincia x de O e, ento, 


45 1630) = io 


EXERCÍCIOS 103 


Cp 10_ Forms nde heal grs ө 
ou, equvalenemente 
аав 45: 10°- 1.785.050 
Assim, fe) -is uo, 178650 
¢ o mbatha necessirio é 


vef, ec D a e geo fd 


олана). 
1 


-% 101178605 ва | 


AS 10" 1.756.030 
"1307 H0. meron 


xeres 1:34: Determine se а integral converge ou 
diverge; no caso de convergência, ache seu valor, 


Теге. 25-28: Se f e g são continuas e 0 J( < 
Kla) pra todo x em fa, então valem os seguintes 
“estes de comparação рат integrais impróprias: 


O se [дё come, ento f" де 
converge. 


Mf ras ds eio J a) dv 


4B Ciclo com Geometria ralis Cap 10 


Determine de а prineir integrat converge, com- 
parando com a segunda integral, 


afeta; 


Ема, 2932: Atia, se possível, um valor (a) à 

жез da regio е (Ы o volume do sido gerado 

pela cevolição de К em toreo do eio 

39 Ro оле lay 14] 

30 Re (iy) x> 10 y INE} 

Mto (y> 40 y ex) 

DR (pan 80 y ei 

33 A regio ilinitada à iria do eixo e entre os 
тїй de y - e e y = O gira em tamo do 


озу Mosie que se pode aribuirum volume 
зо sólido resultante; acte o volume. 


34 0 prio беу = є* para x O gira em tomo do 
dia Maie qn pode str sema fre À 
superficie resultante; ache а drea. 


35 O sólido de revolução conhecido como trombeta 
de Gabriel € gerado fazendo-se retacioar em 
топо do elxo-x a giso sob oprano de y= Vx, 
12 Heja a Figon). 


(8) Mostre que а trombeta de Gabriel tem um 
volume бойо de x unidades chicas 


(0) Mostre que a иез da superficie da trombeta 
Ф Gabriel е dada por 


J элд VT + (^) de, Use em teste de 
companção (veja Exercicios 2528) com 
Л) uie pars mostrar que она integral 
"verge Assim, nio podemos ahibur uma 
dica suert, enbora volume di wom- 
ea sea inin. 


(6) Mostre que a меа da superficie da trombeta 
de Gabriel é dada por 


ELE 
er ت بت‎ de ieri бер ci E 
ciclos. 25-28) com f(x) = Dyk para mostrar. 
quests маре IC. And in pls 
mos пзш uma rea 4 superficie, eba 
me d tea aja c 


36 Uma espaçonave eva um carregamento de com. 
bume! de masa т. Coma medida de conser- 
vação, о сарїйо decide queimar contu i 
fazio de RÁ) = ke! ай, para uma conste 
esa 


00 Que representa a ма lnpipia 
МТ; 


(6) Quasdo se esgotará о combustve? 


37 А força (em joules) com que dois eltrons se 
терд mutuamen é inversamente proporcio- 


À, che o trabalho realizado se outro eros € 
repetido so Jongo de, deem ponto que erti a 
1 metro de A, нё o infinito, 


38 Un dipolo elérico consiste em cargas opostas 
“separadas por uma pequena distáscia Suponha 
que as cargas + c - unidades estejam local 
zadas em uma reta coordenada Га M е ld, 
respectivamente (уфа a figura). Pla li de 
Coulomb, а fonga liquid que au em uma carga 
чамаца de -1 cm x > Ld E dada por 


para um consante positiva k se a > d, ache o 
trabalho realizado ao mover а carga uniri a0 
osgo de 1 de е alê o infini. 


Cap 0 Fem internados e integrais próprias мз 


39 A conitilidade R() de um produto 6 a prob 
lide de ee são exigir reparos por o menos 
Fano. Pr elaborar umm ceriicudo de prati 
um fabricante deve conhecer tempo médio antes 
do primei reparo de um poda, Et tempo 


meso амери] Са. 


00 Para muitos produtos de primeira qualidade, 

22 RO) em a forms e para uma constante 
positiva k. Ache uma expresso, em termos 
% para tempo тео de serviço ans 
do primeiro repar. 


(0) £ possível fabricar um produto pan о qul 
As Mem 


40 Uma quaa é depositada em una conta que paga 
jore porno, compotoconinuament (gia 
о Exercco 48 da seção 102). Daqui T anos o 
dinheiro será найайа à asa de fao de copla 
de f (x) midades monetárias por io, continuan- 
do indefinidamente Para а renda futura а ser 
ema а ыа ira, a quan mínima A que deve 
ser depositada, ou sea, о valor ал! do fode 
capita, é da pela integral imperia А = 
Jet pda coda desejada dag 


2 amos é 


(a) 12000 unidades monetis por ano. 
5) 12:000594 unidades monetárias por ano. 
m 

этш 
" i» 
[oet uf nt 
Palese mostar que o valor desta тери é 
vi 


О O número relativo de moléculas de pls cm 
um recipienle que vis uma velocidade de 
ves pode ser determinado pela velocidade 
de distribuição F de Maxwell Bohman: 


Rica, 


ndo Té temperatura (em "Am É mes de 
Juma molécula e с e so constantes positivas. A 
constame c deve өн ео de modo que 


pia 
(и 


42 A Transformada de Fourier & ФИ pars resolver 
“arias equações diferenciais. A transformada do 
tamo do Fourier de una função JE definida 
m 


Ff ema 


pa todo número ral s para o qual a intra 
imprópria seh comergene. Ache Адет para 
220. 


Fene 43-48: Na en das equações dilerencals, 
fem eri ão fd de pc 
1 de ja) é definida por 
IS 
р lo neo т s pan o quil 
ficia sep comen: Ache LIAN) pv» 
уаш 
ai к вш: 


dear T snar 

49 A função gamm Pé definida como 
To)» fint ende 

para lodo red pesivo n. 

(a) Determine FQ) TC), eT). 

(0) Prove ie Tine 1) r). 


le) e a infução matemática para provar que se 
né um intcr positivo, eto Tn 4 1) = n 
(м0 mostra que ox fatriais sio valores 
especias da função gamma.) 
зо (Re. лесе 49) As funções dais por f(a) 
адет, com x > D são chamadas distribu es 


pn dass pop ан 
das probabilidades А constam c eve ser esco 


тизе moto que JU) e рева mn 


termes das constantes positivas ke a e a função 
p 


кмга. 1.52: Aprenime a integral imprópria laten 
do a substituição и = ШЕ e aplicando embo à egi 
“e Simpson com = 


cometa Amalia Cp 10 


104 INTEGRAIS COM INTEGRANDOS DESCONTÍNUOS 


поа 


О 


ef é contínua em um intervalo fechado [a b} então, pelo 
“Teorema (52) aintegral diia? Д) de existe. Se f tem 
was desconinidado infinita em algum númiro de ister- 
“alo, ainda assim será cvenualmente possível atribuir um 
lor Integral, Suponhamos, por exemplo, que f é nio- 
negativa no intervalo semi-aberto (ab) ¢ que 
lim, „y (х= m. Se a< rb, então a área A(t) 500 o gráfico 
de f de a a t (veja a Figura 1014 na próxima página) é 


A(- f кә 


———————— 
ara rl itia өй o уй de, cim de ios 
dues Deris et simo or ld 


ui tdo ig 1015 n, efi), 
саатот 0 de co onde ef 0) d quad 


fre 


Figura 1045 


Estas observações motivam a seguinte definição, 


Cupio Formas interminds e beis iopróprias ӨЗ 


Definição (10.7) 


Definição (105) 


Figura 1046 


Tal como ma seção precedente, as integr 
(107) são chamadas integrais impróprias; elas convergem se o 
limite existe, Os limites são os valores das integrais impróprias. 


desde que ambas ar integrais impróprias à direita sejam 

а Dio o la comiera, cito e ded 
fpes s чим, come 

integral impede FO) de 6x soma dix дой valori 


A Figura 10.16 é gráfico de uma função que satisfaz as 
condições da Definição (103). 


Vale definição análoga а (10.8) se f tem um número fito 
de descontinuidades em (a, D). Por exemplo, suponhamos que f 
lenha descontinuidade em v, е c. com с, < c, sendo contínua 
em todo outro ponto de [а b}. А Figura 10.17 Husa uma 
possibilidade. Neste caso escolhemos um número k ente се € 
t expessamos JF) de como uma soma de quatro integrais 


impróprias sobre os intervalos (a, e [y A. I e] [el 
respectivamente. Por definição, f’ (4) de converge se e somente 


se cada uma das quatro integrais impróprias na soma converge, 
Pode-se mostrar que esta definição € independente do número К. 


Figura 1047 


Imente, se f é contínua em (а, D) mas tem de 
midades infinitas em a e b, então novamente defsimos 


Í 100 ep meio de (08) 


EXEMPLO 1 


ME 


SOLUÇÃO 


Como o integrando tem uma descontinuid 
aplicamos a Definição (107/0) como segue: 


infinita отэ 3, 


Гаа му, 


EXEMPLO? 
Determinar se a integral imprópria, À de converge ou diverge, 


soLução 


O integrando não é definido em x = 
епо 


J. Aplicando (0700, 


ta 1 ed 


= lim 0-00 = 


ão exite, a integral imprópria diverge. 


С 


EXENPLO 3 


Determine se a integral imprópria J, — de converge nu 


diverge. 


Cay 10_ Formes indeerminsdas e integrais impróprias 647 


soLução 


O integrando não é definido em x = 3, Como este número esté 
mo intervalo (04), utilizamos a Definição (10.8) com с = 3: 


P а 
ези to, its 


Para que a integral à esquerda seja convergente, ambas as 
integrais do membro direito devem convergir. Equivalentement, 
a integral à esquerda diverge se uma das integrais à 
diverge, Aplicando a Definição (107) à primcira integral à 
direita, obtemos. 


Assim, a integral imprópria dada divergs. 


É importante notar que o teorema fundamental do cálculo 
não pode ser aplicado à integral no Exemplo 3, pois a função 
duda pelo integrando não é contínua em [DA]. Se tivésems 
aplicado (incorretamente) o teorema fundamental, teriamos 


ES] 


Este resultado 6 obviamente incoreto, pois o integrando nunc 
E negativo. 


EXENPLO 4 
کے‎ 

сма f ade 

SOLUÇÃO 

O integrando no € definido em x = -1, que енй no itla 


(22.7) Assim, aplicamos а Definição (10.8) com с = -1: 


Глан, 


ea 
pal at 


uus2£922223229229222292211732222222** 


Ca com Geomeri Атев Cop 10 


Investigamos a seguir cada ura das integrais no membro 
desta equação. Aplicando (1070) com b = -1 vem: 


= 3а [t+ )º-(1) 


-30+1)=3 

Analogamente, aplicando (1074) com a = -1, obtemos 
E 4 ۰ 

Lied inf 


= s un 09-00] 


=32-0=6 


Como ambas as integrais convergem, a integral dada converge 
tem o valor 3 4+ 6 =9. 


Uma integrat imprópria pode er no ua descontinuidade 
tintas como um rnit de cgi ali Estude 

eg, dese tipo exrsando como somas de ir 
apris cada m ds quem ma das formas previamente 
std, иа Hai, como o ериш def (INF) e é 


descontinuo em x 
queo— 


| escolhemos qualquer número maior do 
igamos 1 — e escrevemos 


۳1 3 “1 
Јајој qe 
— —— A 


converge е que a segunda diverge. Logo (por definição), a 
“integral dada diverge. 


Скр №, Formas indtminados integri impróprios бю. 


Atera impróprias dos tipos considerados nesta seção 
surgem em problemas de aplicação física, A Figura 1018 é o 
desenho esquemático de uma mola com um peso anero, que 
oscila eatre ов pontos de coordenadas - e c ao longo de uma 
teta coordenada (para геи, o eixo-yfoi colocado à dreita). 
O período T É o tempo necessário para uma oscilação comple 
isto, duas vezes tempo necessário para percorrer o ptervao 
Ec; el. O próximo exemplo mostra como surge uma integral 
imprópria quando procuramos estabelecer uma fórmula para Т. 


= 


NT 


pulido 


Figura 10, 


EXEMPLOS 


Denotemos por vs) а velocidade do peso na Figura 10.18 quando 
elo está no ponto de coordenada-y em [-с, c]. Mostre que o 
período T é dado por 


aa 

таў А» 

e) 

SOLUÇÃO 
Patciamemos |, e] na maneira usual ¢ denotemos por Ay, 
3,3, à байла que о peso percorre durante o intervalo de 
tempo М, Se w, É um número aibitrário no subintervalo e 
ai ento devoid do peso qnd ele tp 
de coordenada wy Se à norma da partição 6 pequena e se 
admtimos v uma função contínua, en distância Ay, pode 
ser aproximada pelo produto (нум, isto €, 


yo) A1, 


550 Cálado com Пелтена Aco Cog 10 


Cap 10 Former e tegi inpripeas. 651 


Lego, o tempo necessário рап o peso percorrer a distância Ay, 


Togo Nem in а Se [да mer. өне иас 
à come à 
j в зе QA live, ento fite 
e, portanto, diverge. 


“Testes análogos valem para а continuado em 
|, B) com ema desconinvidode em x = b. 


Tac Yu 


Considerando o limite des somas à direita r aplicando definição 
de integral definida, concluimos que 


Delermie se a puneia Intel converge ou 
diverge, comparando com a segunda integral. 


figa 


i "à 
af jd ў de 
Notes не МӨ) = 0 e s) = 0. de modo que э integ é 
іарор 
Td 
پڪ‎ кин. 3836: Ach dos os vale de n pura O 
rs 1-30: Demis se a intel converge pis a ie comete. 
ern comem area P" fena as lys 
ETC ECT 
ifa ajha PT 1 0 > 
aa = و‎ erd 20] ттер кино. 37-40: Arbo, posa, valor (a) à 
й - же д gin Q) 20 aloe do sli prado 
afia VAS geh reduci de Rem tomo do ixo 


эк 


—Ü 
m1 

зне la od a жу кна) 
40 R= (x yy1exe20sysWx-1) 


41 cn anio f, SE de fr 


doa subsiticiou = VF e aplicando a regra do 
trapéio com a =4 


pr sos ss 
Ets E done o 


аз (Ref Exemplo 5) Se o peso da Figura 1018 tem 
massa m e se a mala obedece ae de Hooke (com 
consent da moi K > O), eto na ausência de 


reres 31-34 Sejam f eg comas e 0 « f() 4 
б) pan todos em ш, Se f e são descontínua 
Ema, ento podem ser demonstrados os seguintes, 
testes de comparação: 


forças de tito, a velocidade y do peso é uma 
solução da equação difesencial 


de 
máy 

10) Use a eurn de variáveis (veja а Seção 
716) pra шогы que vê (Ына — y). 
(Sugestão: Recarle que, pelo Exempla 5, 
XQ 749-0) 

(6) Ache e perito T da osctagto. 


4 Un dl simples conte em um peso demases 
т мехо а шта corda de comprimento L (vej 
gun). Deqrezando о peso da mola e na msc 
de ous feres de atri, а velcidade эрш 
dé шт solio da equação diferencial 


EM 
СЕИ] 


onde g é ата constante gravitacional 
(o) Se v= Oen 0 = sû, use a separação de variáveis 
para montar que 


РЕТИ 


шо periodo Т de pêndulo € o dobro do tego 
necessário para pesa de By a êy Mostre que 
T é dado pela integral imprópria 


э 


45 Quando uma dose de ya miligramas de um 
remédio € inda na carente sanguines, 6 
tempo médio 7 que uma molécula permanece no 


sm «(fea 
sm ql a pa pg 


Ф Se у = улеа para ота constante poni 
explique or quea integral para Té pri 


AMO Citado com Geometria Anaco Cap 10 


бә Se v é a meia-vida do remédio no sangue, 
menhe que T= In2. 


"б Ph ciência da pesca, a colegio de peixes que 
usas de uma reprodução anunl é conhecida 
como um coorte. O número К de peixes ainda 
Mw ap anos é dado em genl por uma fango 
нез. Para o hadoque do Mar do Norte, 
com о tamanho N, inicial de uma soorte, N = 
Nye" А esperança média de vida T (em anos) 


илк 


(CÍCIOS DE REVISÃO 


—— a+ OR 1 a 
ala q pet ps in 
Е, 


(à) Acte o valor Т para o hadoque do Mar 
do Norte, 


(0. É рош haver uma spice Ы que Y = 
AL + Ag) pra alma constante positiva 
Em сиз amati, determine T para tal 


espicie. 


seres 146 Ache o limite, se existir. 


2 ga etie 4% 


am 


dunes aim aux 


eim $ 


m 


Tim E Bin cxrincosr 
apar 


10 lin arc trio 


M wo (Le) 


02 tim (Ing! 


mer" м i] 
Ra 


7 
a FEE 


1. del 


seres. 1728: Deternine зе a integral converge 
v diverge; ne convergir, nche sen valor 


femea 


31 Ache an, foto) se 1) f, Gen PP de 
ss 
32A integral do 


exo de бшш en 
ONA ed на a lição v 
жи t pad бен d papado 
Sei onto he 

Jim, o e [E - ef] 


APÊNDICE 


LINDUÇÃO MATEMÁTICA — - 


Princípio da Indução 
matemática 


O método de prova conhecido como Infução matemática pode 
ser usado para mostrar que ceras afimações ou fórmulas são 
verdadeiras para todos оз números inteiros positivos Por exemplo, 
же п É um número inteiro positivo, dencemos por Р, a afirmação 


rey 
onda oy йо ale soi, Ai, P, pia а simao 
ay)! ay, Py denota (xy) =P, Р, é (хуў' ey ete, É пей 
mostar que P, © P, so magia verdadeiras . Mas com o 
‘conjunto de imer ini pio Gao, tome imp 
ede a validada de P, pex ec nem ime edis 
Apr de que, vetada sper pião egi, 
Do as Se АГ 
alles P, sio verdes, desde qu. 
nm siste a je condiçoes segs: ` 


uma coleção de afirmações 


РР, 


que satisfazem as condições () e (1) Por бу, Р, ё verdadeira 
Por (i), sempre que uma afirmação Р, é verdadeira, а próxima. 
afimação P,, também é verdadeira: Como Р, € verdadeira, 
D, também o É por Gi). Mas, se P, é verdadeira então, por i), 
vemos que também o será a próxima afirmação Р, Mais ama 


= 


654 Cita com Gomes Анаа Apéndice > 


Apêndice 58 


vez, se P, é verdadeira, então P, umbém o & Continuando desta 


maneira, pode-se argir que se п é um inteiro particular, então 
P, é verdadeira, pois podemos usar a condição (1) passo passo, 
atingindo eventualmente Р, Conquanto este tipo de raciocínio 
não prove efetivamente o principio da indução matemática, 
certamente orm plantel. princípio # demonsirado em álgebra 
avançada por meo de postulados para os números inteiros, 

Ao aplicar о principio da indução matemática, sempre 
seguimos os dois passos abaixo: 


Passo Mostrar quë P, € verdadeira. 


Роззо2 Supor?, verladeim, e provarentio P, , 


O passo 2 costuma causar confusio. Note que rio 
provamos que Р, 8 verdadcirá (excel para k= 1). Em lugar 
вка, mostramos que, se P, É verdadeira, então а afirmação 
P, também 6 verdadeira. Chamamos hipótese de indução a 
suposição de que P, é verdadeira. 


EXEMPLO 1 


Prove que, para todo intei» positivo a, а soma dos n primeiros 
inteiros positivos é 


миз) 


SOLUÇÃO 
Se n é um inteiro positivo, denctamos por P, a afirmação 


Veja alguns emos especiais de P, + 


Sen 


Leño P, é 


— 
n 


€ 
pozo АЛ, up 6,606 
E 
Send mor e 
тыы. 

É desnecessário (embora possa ser instutivo) verificar a validade: 
de, un vos varo de como ns. Ваа pl à 
processo ds di passos que aa este exemplo. Procede- 
frs pols com sepe: 


Passo d Fazendo n= 1 em P, entio o membro esquerdo 
nm 
noe Uls 


contém apenas o número 1 e o membro que 


tambén é igual a 1. Logo, P, é verdadeira. 
Passo 2 Suponha que P, é verdadeira. А hipótese de 
indução é 


ron 
m 


Nosso obj 


É mostrar que Р, é verdadeira — isto é, 


NE EE] 


12638 5 


Pela hipótese de indução, já lemos uma fórmula para a 
soma des k primeos inteiros positivos. Logo, para achar uma. 
fórmula para a soma dos É + 1 primeiros inteiros positivas, basta 
adicionar ( + 1) a cada um dos membros da hipótese de indução 
Р, Obtemos assim 


AEE, que)‏ و 


Me) 4241) 
1 


— 
sae. een 


aparenta de teman: 
m 


MONTON 
2 


imeesosoeq202022222222244224222222 222 


BA Cl cn Cromo Analitics Aptndice 


мепай do principio da 
Indução matemática para. 


Mostramos que ^, é verdadera, ¢ assim а prova por indução 
matemática está completa. 


Seja j um inteiro positivo, ¢ suponhamos que a cada 
inteiro a > jesteja associada uma afirmação Р, Por exemplo, 
se j= 6, então as afirmações são rotuladas Р, Р, 
principio da indução matemática pode ser estendido de forma 
а abranger também esta situação, Para provar que as afirma- 
Чез Р, sio verdadeiras para n = j, consideramos os dois 
passos seguintes, da mesma forma como fizemos pera = 1. 


EXEMPLO 2 
Seja а um número real áfererte de zero, tal que a > -1. Prove 


qe 
(tab »lena 
pira todo intro n = 2. 


SOLUÇÃO 

Pr cada aro pondo, dnotmos or P, a desigualdade 
(їж ај" > 1+ na, Note que P, é falsa, pos (1 4 0)! = 1 + (1a). 
Tolo, podemos mor qu, é "deii pum лад, 
ийиш а eres do pci di duo com -2. 

Passo 1 Notemos primeiro que (14a) =| + 24+ a. 


Como 40, temos а? > Û e, portanto, 14 2a + a? > 1 + 2, ou 
жа? > 1+24. Logo. P, € verdadeira. 


(ra) >1eka 


seremos mostrar que Р, é verdadeira = isto é, 


[IL 


EE e 


pera 


EXERCÍCIOS 


Apêndice у 


Como a >-1, vemos que 1 +a > 0. Logo, multiplicando. 
1 + а ambos os membros da hipótese de indução, o sinal 
desigualdade não se allera, Esta multiplicação conduz às seguin- 
tes desigualdades equivalentes 


(af +а) > (1+ a)(i eo) 
(й+аў''>1+и+а+ы? 
(Lea > 14 (ka Ijako 


Como ka? > 0, 

1+ (ke Darke? > 14 (а 
+, poranto, аў > Lota na. 
Acsi, Р, é verdadeira 


prova está completa, 


seres, 122: Prove que а afiemação é verdndeirs 
рап todo inteiro posiivo n. 


ET 


dra sod 


We ned 


ru ӨҢЕ 
тер 


2 get espere fn e 
3 43658. 09-10) A «ена 
E ا‎ 

5 aeterne n=) [cr 
CRS TA AL PEE ме 
dissessem torque EF - 

e ces 91929305 e | 

Ty Mesa co (i (a 
19 3 éum fator бел? - +3. 

Peas „| 20 2 como den e 


| 
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21 4€ um fator dest 1, 


22 Dé um fator de 101º +310 +5. 


31 Prove que se a é um inteiro real maior do que L, 
ut > 1 para todo inteiro posto п. 


32 Prove que 
Fees 2330 e ama ci pêle] o gg, 1 poet LO 

знат ¿verdade Use пеп dn principio or 

de indução matemática pam prova que a fêmea é paratodo inteiro positivo n e lodos os nis ае 
vetar para edo tro maior do que pm 

aet Muss эз Prove que a b £ um fator de = para todo 


Gsseegaer eder 


mes mter 


Erud 30 siog n4 206 


into positivo n. 
trt eaa) t (at b) 


34 Prove que sé béum fator deam! «= pura 
toda inteiro postivo n. 


Il TEOREMAS SOBRE LIMITES, DERIVADAS E INTEGRAIS 


Teorema da Unleldado para 
Limites 


Este apêndice contém as demonstrações de alguns teoremas 
enunciados no teto, O sistema de numeração corresponde 10 


> dos capitulos prévios. 


DEMONSTRAÇÃO 
Suponhamos im Да) =, e 


Podemos admitir que L,<L, Escolhamos € tal que 
903-1) e consideremos os intervalos abertos 
(el, +9 e (1, 6L,+0 na mta coordenada Р (veja 
Figura 1). Como є «iL, -L) estes dois intervalos não se 
intercepta, Pela definição (22), existe um û, > O tal que, 
sempe que estî em (a ê, a +5,) ех a, ento flx) estî em 
(L,=6,L, + ©). Analogamente, existe 8, > O tal que, sempre que 
а eslê em (a-öpu+0) e хта, endo Дх) está em 
(L,-&.L, €). Veja ilustro na Figura 1, com 6, <û, Se 
escolhermos um z que este 
(U—bpar8) e (5,048), então f estará em 
(=e, + €) e também em (L~ e, L + €), contrariamente no 
falo de que esses dois intervalos não se interceptar. Logo, nessa 
suposição original é falsa e, conseglentemente, 2, = Ly 


simultaneamente em 


Teorema (28) 


Lu 


Se ambos ln JO) lo eo) existem, então. 7, 
Mede 

mL) e] tim fe) + hm eld 

д-на at) 


"ig fede но 


DEMONSTRAÇÃO Suponhamos lim, ., f()-L © 
lim, uM. 
) De acordo com a Definição (24), devemos mestrar que, 
pori todo e» (exis um 5» Û tal que 
() Se Dhe al eb entio |) + x) = (L+ М <€ 
Comecemos por escrever 
Q) UG) +09 = (+ M= NEG) =L) + 6) А0) 
Vtlizanéo a desigualdade do iangalo. 
beds dl 
gura quisque: seis b e «, obtemos 
Jo) - D + at) -M 160) -L le) - ME 
Combinando a ilta desipunktade com (2), obtemos 
O fi) eta) LM] to) -+ to) = Ml 
Como а f) Le lim gla) = M, os números) - L 


e lt M podem lomarse arbirariamente pequenos 
cscolhendo sex suficientemente próximo de a. 


ET?RTTSeYT4«Ta7220222222209824^29*2— 


ut com mero Anales уре 


Em particular, eles podem tornar-se menores do que e/2. 
Assim, existem b,» 0 є 5, > 0 tais que 


Se 0 cle d <8, ento I) - 2] coz e 


у 50 eje d ey ento ets) м]. 


Denctandogorbemenordos oi eres , еб, сий, sempre 
que 0cje-o| <А as desigualdades em (4) envolvendo f(x) e 
409) são ambas verdadeiras. Consequentemente, sc 
Gcfe-a|<b, entio ро (e (3) 


MOL] ea ee - 2 
que é a afirmaio (1). 
G) Mostremos primeiro que, se é uma furgão e 
49) Se lim A) 0, ен tm ДОКА) 0. 


Como lim, .„ f] =L, segue-se de definição (24) (com 
<= 1) que ese um 8, > O tal que e O < þe — d < então 
Uta) -L «1e dal também 


Velle) 1 1pel) Це d et ejl 
Consegienemeat, 
(9) Se efe aeb ento уда «(1 +} Kn) 


Como tlm, „„ (xj = 0, para todo €> 0, existe um û, > Û tal que 


TH 
Denotando por б о menor dos nimeros 5, £ B, então, 


sempre que 0< þr- dj à, ambas ss desigualdades (6) e 
(T) sio verdadeiras e, conseqientemente, 


€) Se0«jc- d <d, ento |i) je. 


Weite) «t ps 


Forni, 
е0 к-а, então од (e) -0| <e, 
oque prova (5). 

Consideremos em seguida a identidade 


© дво) -LM = Soleh) - M] + М0) LI 


Apêndice di 


Como lin[)-M]-0, segue-se de (5) com 
Hs) = 0) -M, que lim Ges) - M] = 0. Além divo, 
Jim M$) =1] -0 e então, por (8), һа [f(D go) = LA) 


=D, A última afirmação é equivalent a Im f(a)gfa) = LM. 


Gi) Basta mostar que lim Ugo) = 1M, porque, feito isto, o 


resultado desejado pode ser obtido aplicando-se (i) 20 
produto fla) Ий). Consideremos 


Li КЕ s | gt 
Como Шар), existe um 8,50 tal que sé 
б<, ento io) -М < Муг Conecte. 
te para оба cues 
Wed + t - sia) 
«le gta 
«|i «ua 
د‎ 
LS wid 
Levando n equo Û) chemo 
во [asa prp ln etae 


Novamente, como lin, g(x) =M, seguese que para todo 
€» 0 existe um 8> Û tal que 


AAA 


Denctando por ё o menor dos números 5, e b então ambas as 
desigualdades (10) e (11) são verdadeiras, Assim, 


Se 0«|x-a| <ê, então 


Ez] 
o que significa que ln, . Ug(a) = ШМ. 


M8) Cleo com Geometria Ana 


үк 


Teorema (2.13) 


De é йй intero positivo, ou se a =0 e п Eum 
miro positivo fmpur, então. 


meo 


DEMONSTRAÇÃO 
Sejama > бе n um inteiro positivo. Devemos mostrar que, para 
toda €> 0, existe um û > 0 al que 

te 0<lr=a]<8, entio [Ve - Va ce, 

ov, equivalentemente, 

ID Se-bex-a<de xea, atio-e« Vx - Va «c 
Bastaprovar (1) se є < Va, porque, se existe sob esta condição, 
¿niño o mesmo B pode ser usado para qualquer valor maior que 


+. Assim, no restante da prova, V — e éconsidserado umnimero 
positivo menor do que e. São equivalentes ns desigualdades 
abaixos 


ЕРА 


УҢ 


a -erexe(fa sr 
AA A 
Ha - Ua percas sera 
Se 8 denota o menor dos deis himos números posos 
a- QE -0 e (E e) =a, entio, sempre que -5< x-a «Ба 
бн delle un nibilo d vara, ри cogu, 
Ab o£ primeira Мо ки di (1), 


Suponhamos em seguida а «es um inteiro positivo 


impar Nexo caso, — a e YT so positivos c, pela pic pat 
de demonsração, podemos server 


tia 


“Assim, pan todo € > 0, existe um b» 0 tal que 


е оаа eh ento аера 


p ш 


“Teorema do sanduiche" 
[27] 


Teorema (2:18) 


ов, equivalemenente, 


= exul et, ento | E-I <e 


As últimas desigualdades implicam lim, ., VE 


ja (() x Ma) s o) pura todo X ай um intervalo aberto 
ciclo, acra pisaimente park рер а. 


jg E ©). «шо in M 


DEMONSTRAÇÃO 


Para todo €> 0 existem um 6, > Û e 5, > Û tais que 


sele 


«bs eni | fl) Le, e 


il In ento gta -H <e 


Seo<|r 


Desotando por 8 o menor dos números &, e by ento, senpre 


que 0<|х-а]<8, ambas as desigualdades em (1) que 
envolvem e sio verdadeiras ito é, 


-eefi)-Lee e - «gt -Lee 
Consegientemente, se 0<|x-a|<6, entio L-e< fi) e 
efa) <L.+ e. Como f(x) ht) = 860, se 0< | =a |<, идо 
L-e <ha) <L + e ou, equivaentenente | s) = |< €, como 
queramos provar. 


«Se k É um número racional positivo e e é um número real 
arbitrário, 5 


DEMONSTRAGÁO 
Pura aplicar (216) та demonstração de que lin (ch) V 
devemos mostra que, para odo ¢ > Û, exist ura пёткто prie 


Nal que 


€ sempre que x>N. 


Ба О сит Geometria Бон прыка 


Ape 66) 


Зе с= 0, qualquer N > 0 serve, Se c0, as quatro desigualdades | 
Seguintes são equivalentes para x > 0: t 


A lima desigualdade nos d uma chave para à esca dk 
Fusenda N = (ef, vemos que кири que > Na que 
(e жайа, а primeira) desiguridade  verdadein, que é © que 
uses Disc d ra miga pudo 


parte do teorema. 
Tooroma (224) 
a DEMONSTRAÇÃO 
re i A função composta f(ra) pole se representada geometica- 
теше por meio de wès reas reals 1. Г, conforme Fgura 2. 
А cada coordenada — x na rela 1 corresponde à coordenada 
РТ: } emt e, por sun vez, ДЕС) e I". Queremos provar que 


et) tem o limite f(b) quando x tende рата c. Em termos da 
Definição (2.4), devemos mostar que, para todo €> 0, existe 
m que 
IED AD Ü (D еб<|х-с|<& ento fg) - f l<e 
Comecemos considerando o intervalo (f(b) = e, fi) + €) em 
exibido э Figura 3. Como f & comimos em by 
e) = J(b) e então, conforme ilustrado та figura, exito 
um número 8,» 0 tal que 


Wirt 


(2) sefe=b]>b, entio | f() - AB) |< €- 


7 m 

c =— 
PF wn rU. rc 
nens Figura 4 


Teorema (3.142) 


Em particular, fazendo z= g(a) em (2) segue-se que 
Gj selgto—b|<0y não] Js) - f(0)] «e 


Em seguida, voltando nossa ateagio para o intervalo 
(b= 8,58) еш Г c usando а definição de lim, „¢ ы) =b, 
chegamos no fato ilustrado па Figura 4 — que existe um ê > Û 
tal que 


[T 


ГИЯ 
Finalmente, combinando (4) e (3), vemos que 
s O«z-e[eb enso] fato) - f] <s 


DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (3.5) 


D 


So- tim ®*® 


identidade 
wea v) Ge ah essit e) 


Consideremos 


Se ue v, então 


ESSE 
Fazendo u= (x +В)!” e у= х^, obtemos 

[E 
WIRFT а SG TIRE gb 
— 


n 
LOA TR a 


1 1. 
imis 


жө Со on Gomera Ac Apêndice 


E 


Regra da Cadeia (3.33) 


d 


* юй» citas пали por У) tm 
Criada dada por 


DEMONSTRAÇÃO 


Se у= fo) é Ас= O, então a diferença entre a derivada a) e a 
razio AyfAx é pequena numericamente. Como esta diferença. 
depende do tumanto de Ax, representá-l-emos pela notação 
(A). Assim, para cada Ax «0, 


o wh) + 


Noe que (Au) não representa o produto е y e Ax, nas afirma 
quem dura fo de As; cujos valores são dades por (1). Além. 
disso, aplicando (327), vemos que 


о Jim ta to (S (#-гө)- -o 


A função п foi defisida apenas para valores de Ax diferentes de 
zero. Convém estender à definição de y de modo а incluir 
Ax= 0, fzendo n(0) = O. Segue-se então de (2) quem conta 
emo, 

Mulilicando ambos os membros de (1) por Ax e redis- 
pondo os termos, obtemos 
® ОТЧЕТЕ 
о que é verdade, quer Ахи, quer Ar=0. Como 
Г) = Ак di, segue-se de (3) que 
0 Ay- dy nía: Ax 

Consideremos agora a sitagto mencionada na hipótese do 


уел) e ие) 
Se glx) £ о domínio de f, ento podemos escrever 
y= Ha) = од) 


isto é, y £ uma função de x. Se dermos a x um incremento Ax, 
veri um incremento Au de и е, por sua vez, um incremento 
Ay de у= f(u). Assim, 


du ge +) ata) 
O) 


Сото als existe, podemos utilizar (3) com и como variável 
independente, para escrever 


® Ay (a) Au ma) ла 
para uma fungo v de Au tl que, por (2) 
© dim мд-0 


Аш dimo, y é continua em Au O е (5) é verdadeira se 
Au =0. Dividindo ambos os membros de (5) por Ах, obtemos 


Ar pis) Mn A 
E e 


Tomando agom o limite quando Ax ende para zero e conside- 
rando que 


vemos que 
op e tim na dt 
Sm ru) in n 

Como flu) = dy podemos completar a prova mostrando que 


ıo limite indicado na tina equação € 0. Para tato, ciscrvemos 
que, cono g é diferenciável, é continua e então 


Jim, [ste + 40) 001-0 


ou, eqqivalentemente, + * 
tim ÁumO 


Em outras palavras, Au tende para O quando Ax tende para O. 
Considerando este fato, juntamente com (б), obtemos. 


o e t) fm тл), 


e о teorema esit demonsrado, Pode-se estabelecer que 
Tim, co т) =  também por meio de um argument do io 
e= B utilizando (24). 


O ES ie 


tu Ctd co Como Alca Aplodit 


Teorema (5:22) 


Teorema (5.23) 


DEMONSTRAÇÃO 


Se с 0, o resultado decorre do Teorema (5:21). Suponhamos, 
portanto, c «0. Como f € integráve, f f) de= para algum 
número 1. Se Р é uma partição de [a,b], então cada soma de 
Riemann R, para а função cf tem a forma 2, cf(w,) Ax, al que, 
para todo K, w, é o R sutinenalofs, x] de P. Queremos 
побы que, para o €> O, exist um 6 0 ш qe empre que 


o PEOR! 


рма todo ve, em [3,0%] Fazendo € = el e], entio, como fé 
inegrável, existe um б> O tl que, sempre que [LP <8, 


Sida 


«ent 
ted 


Maltilicando ambos os membros desta desigualdade por | e], 
somos conduzido a (1) Logo 


die, Poda nn 


10,0), então ftg € 


Teorema (5.24) 
DEMONSTRAÇÃO 


Por iplis existem números reals 1,e ts que 
frost, e fanan 


Seja P ums partição d [a û] e denotemos por R, uma soma de 
Riemann arbitrária para f + g associada a P; isto 6, 


sa 


w Re EU tata, 

ш que, esteja em [X рма todo k: Queremos mostrar 
que, Di joo «»0, esc um 650 bl фи, soup que 
RU SIRO) << Aplicando o Teorema (IN, 
podemos escrever (1) na forma 


R,- Y fos Y hm 

Reliapondo os termos e usando a desigualdade do tritngulo, 
obtemos 

e тоно rers 
Died Eno] 


Pea integrablidade de fe g, se € = €/2, então existem 0, > 0 
dy» O taia фе, sempre que IP 48, e IP e. 


o Bron atan 


e omen <e=e2 


para todo em w, (х, X] Denotando por 8 o menor dos 
números б, e By sempre que ПР} « 8, ambas as desigualdades 
em (3) são verdadeiras e entio, por (2), 


1R,- 0, 1) 62) 4 (e) = e 


DEMONSTRAÇÃO 


Tor hipótese, exitem números resis 1, e 1, tals que 


w Јад e fiadh 


70 Cei com romaria Ani Apêndice 


Denotemos uma partição de [a с] or P, de [c, b] por P, e de 
lo, b] por P. Denolremas por R,. A € R, somas de Riemann 
aubitrárias asociadas а Р, P, e P, respectivamente, Devemos 
mostrar que para todo «»0 existe um 850 tal que sc 
ЇР] <5/ ento |4, =0, +13) | <6 


Fazendo € = «l4, então, por (1) existem números positivos 
deb his ре se |P, |<b, e [| <ê, ento 


O IR, -л1<е =4 e |8, -h l<e = 


Denotando por В o menor dos números 5, еб, entio ambas as 
desigualdades em (2) são verdadeiras sempre que | Р | < 8. Além 
disso, como f é integrável ema, c e [e, P é limitada em ambos 
оз intervalos e, erño, existe uum número M tal que | f(s) | =M 
para todo xem [a,b]. Admitiremos agora que 5 tenha sido 
escolhido de modo que, além da exigência prévia, também 
tenhamos < ДАМ). 


Seja P uma partição de [a,b] tal que [Р<&. Se os 
números que defiem Р sio 


-b 


ento há um único intervalo semi-aberto da forma (x4 x] que 
contém e. Se К, 3], (vn, podemos escrever 


® RS fos) fiw) У fiw) Ar 


Denotemos por P, a partição de [s.c] determinada por 
sed por P, a partição de e] determinada por 
s b), é consideremos as somas de Riemann 


D 
A 
D B 
ву-йёїм-д» Y ES 


mn 


Pela desigualdade do triângulo e por (2) obtemos 


AAA AA] 


Teorema (5.26) 


® <I8,-1,1+1R 
EDI 
Segue-se de () e (4) que 


18,00, + Roe Ito) - On 
Empregando s desigualdade do imo e sli de vom. 
(9 18,0, eR) e fiv) Le D Ac 
томрол, 
desde que ||P [<8 Билет 
(R= 4191=18, Ut Rs HR) 0,4191 
SIR, Ry RI +R) -0 +191 


segue-se então de (6) e (5) que, sempre que [P || <8, 
AS 


pora toda soma de Riemann A, Isto completa а demonstração, 


1D] e fi) 20 para todo x em 


DEMONSTRAÇÃO 


Daremos uma demonstração indireta. Seja f fü) des] « 


suponlmos que 1 < O. Consideremos uma partição qualquer de 
Tes b) e seja Rp = E, (n) Ах, uma soma de етапи abria 
associada a P. Como f(«) = Opara todo w, em e, ut] segue-se 
фе Rp2 0. Fazendo e = - 2), ио, de acondo com a Definição 
(6459), sempre que | P || for бенен pequeno, 


<e- 
16,11 eed 


a Avalia Apêndico PES 


Segue-se que R, «1- (1/2) = 1/2 < O, uma contração. Portanto, 
a muposigão 1 «0 Efalea e, entio, 120. 


As setas de um cixo para o outro representam valores 
funcionais. Para provar (P) consideremos um intervalo arbitrário 
(1) 63,+0 para e>0. Basta achar um intervalo 


+ 8), d tipo estogado na Figura б, tal que, quando 
y esti em (y, -&, у, +8), / (у) ct em (a, -6,x, + €). Podemos 
admitir quê x - e x є estejam em o, b]; Conforme Figura 
7, sejam 8, = yg- fts е By = ftn €) =, Como f define 
uma correspondência um-e-am enr cs números nos intervalos 
(ge, €) € y= B,J, + jl, оз valores funcionais de f 
que correspondem a números en (y, = 8,.7, + b) devem estar 
em (x,-6X,+e). Denotemos por 0 o menor dos números 
0, cd, Segue-se que, se y est em (9,-0,9,+ 8), ento 110) 
está em (x, ~ єл, + €), que € о que queríamos provar, 


TWworerna (7.0) 


DEMONSTRAÇÃO 


Se f é crescente, então f 6 umaam e, но, [Г ойе. Para 
prova que f & crescente, devemos mostar que e ү «v, em. 
Lt), fi), então 1) < f») em [a,b], Daremos uma 
prova indireta deste to Suponhamos fw) = v). 
Como f 6 crescente, segue-se que f( (v) = Fm) e. 
eno, =, о que € uma conindigio. Conseqentemente, 
OS 

Provamos em seguida que [é continua em [f(a), f). 
Lembremos que у = fa) see same se 1/09 Em panico: 
la, se у, esti em um intervalo aberto (Да), (0), denotemos 
por x, o número no intervalo (a,b) tal que у, = f(x), ou, 
euivalenemento x, = J10 Queremos most 


0) Pog-s 


a L 


A Figura 5 exibe uma representação geométrica de f e de 


sun inversa f", O dominio a,b] de f ё representado or pontos. 
ne eixo e o dominio [До), ХВ) de f^^ por pontos no eixo-y. 


A continvidadenos pontosextremos fa) e f(b) do dominio 
de $ pode ser provada de maneira anîloga, utilizando s limites 
КА 


— ў Teorema (17.35) “Se х= ftu hy eas) E coma transformação, de 


ete р» 7” 


(a, v) Poné a figueira К de S uma ez 
ro, ponto correspondente (e, y) percorre ` 
à fronteras Cue R: wma vez, “aa no semido positivo 
dito, e secolo йшй “nho, sea mo seno 
negativo (quando é escolhido o sinal “menos”. 


Figura 


UH Ciclo com Gros Analia Apéndice 


DENONSTRAÇÃO 
Comecemos escolhendo О, y) ul que DGE = 7, Aplicando o 
teorema de Green (1819) com G = N, obtemos 

о nene (FIG de = Got, Nd 


Suponha que a curva K no plano ну adita uma parametrizacto 
uei ee): aerch 


Por vossas hipóteses sobre a transformação, as equações para- 
métricas para а curva C no plano xy sio 


o х=.) = fü, 0) 
у-ва а) 


para a «t «b. Podemos, portanto, calcular a integral curviles 
фо, 3)dy em (1) por meio de substituições forma 


xey. Para simplificar a notação, seja 
Hh = GLOW, ОО 
sp da cadeia а y em (2) obtemos 


Aplicando 


dy da awd yyy 
dx du dt * àv dr ^ au PO O 


Consequenvemente, 


Y 96 dre Guy а 


лө өө. өө] 


Como da -4'() e е dv (9) de podemos considerara ühtima 
integral cuvilínca como uma integral curilínea ao longo da 
curva К no plano и», Assim 


O $os»o-sdo acta 


Por simplicidade, usamos G como abreviação de GU(u,v), 
Щи, vi). Para а escolha do sinal + ou do sinal -n fazemos Y variar 
e observamos se (r, у) descreve C no mesmo sentido 
0 no sentido oposto, respectivamente, em que (u v) descreve К. 


cgralcurvlinca à direita de (3) tem a forma 


IIl TABELAS 


би cen 


=a? enag 
com mad nad 
Aplicando o teorema de Green, obtemos 


ўм азма 


ву әм 
ДО) 

КТА 
Дес wii 


al 


ay au) or 


00 AD do 
Гар: tens 


Levando emcontao fato de que Gfx = F(x, у), juntamente com 
a Definição (17.34) do Jacoblao, emos. 


ау) gude 
tac Nav- [|f as) O do 


Combinando esta fórmula com (1) e (3), obtemos o resultado 
desejado, 


Tábua A Funções Trigonométricas 


s | wow | оовт | ош) | nax | 0996 
6 | oms | oms | oms | osa | 995 
7 | 012 | onz | 0123 | gis | 0593 
s | омо | ол» | ома | nus | 0990 


зп | w 
їзз | w 
1536 | а 
iss | w 
asm | м 


N Clio com Geometria Алайа Apêndice 


w | ons | оли | or | sem | oos | 2306 | в 
mo om | om | ол | sa | 0982 | 139 | 7 
12 | од» | ozs | oz | элю | osm | зы | та 
m | om | 0225 | oz | азз | ogu | rs | т 
м | om | оро | ozs | ди | от | 1326 | % 
15 [ода | 029 | ozs | элэг | 0366 | 130 | ту 
u | om» | os | ozs | sam | 0901 | 1292 | м 
n or | 022 | 036 | 32m | osse | ым | тз 
m | озм | озю | oxs | 308 | ossi | 1257 | 72 
1% | олю | ол | озм | 204 | ops | amm | т 
= | ox» | ose | озы | zoe | 090 | 122 | m 
a | ози | 0358 | ози | zes | 0930 | 1200 | ө 
2 | озм | 035 | баш | 245 | oz | i187 | б 
эз | вап | озш | osu | 2356 | oon | зле | e 
22 | oso | бай | ous | 226 | op | 1152 | 6 
25 | бав | баз | osse | 214 | 0306 в 
20 | ossa | 0438 | 048 | 2050 | oas “ 
zno | олп | паза | озы | ros | оло a 
a | Qus | oso | oss | 188 | ose a 
29 | омо | oas | озм | mob | oss o 
30 | ози | osm | osn С o 
м | osa | osis | osm ово | amo | so 
X | oso | oso | os озн | 1012 | ss 
эз | exe | oss | ose os | 0995 | os 
м | oso | oss | 065 oss | 09m | 56 
3 | on | asm | om | nes | osis | 0960 | ss 
зв | беж | oss | олт | 13% | oso | омо | ss 
» bos | ome | nx | ram | ww | oss | 5у 
æ | баз | oss | om | 1280 | 0786 | 0908 | 5: 
39 | ови | os» | oso | 2235 | олт | oso | si 
w | os | oss | ол» 076 | osn | so 

п | отв | ол» | osos | oz» | oss | 49 


ол 


элю | oen m ssa | com 
22255 | oaas 40 5030 | 00166 
ояз тәзе | бал sm 66,685 | орто 
24596 | 0.066 E nm | oons 
09. A567 | бает m вя | сооз 
100 ame | oae» sor | оош 
m 3002 | озо 9948 | omo 
12 33201 | озш? 10995 | nom 
130 363 | блюз msi | oo 


B Vat nes xcd e 
та ааз: | 0266 4» му | om 
эи | оли мал | олю 
dose | олио 00 sor | ош» 
sam» | ouem zm | 10966 | ош» 
sow | oss so | aso | omm 
si» | олив эю | moa | omm 
20 лави | oasa 1000 | 220260 | бюз 
эю вде | бїз 
220 эюм | onos 
am om | оюу 
20 | no | oov || | 
TábusC Logaritmos Naturais 
"mE бз | оз}: ва |ооз | ов [002 | oa [os 
o 8397 | алав | 084 | озот | 9,080 | 0,643 | 9777 [saos 
1 [oon 0182 | 0262 | 0336 | 0405 | 0,470 | 0531 | 0588 | 0542 
2 om олвз | 0333 | 0875 озю | 0956 | 0993 | 14030 | ncs 
з um љав) | 194 | 1,224 | 1,253 | 1281 | 1308 | 1335 | 1361 
4 1485 | 1459 | 1482 | 1,504 | 1,526 | 1548 | 1569 | 1.589 
5 | ke | 14629 [1,649 | 1,668 | 1,686 | 1,05 | 1723 | 1,200 | 1,358 | ms 
% e | 1308 | 1,625 | 1841 | 1856 | 1,072 | 1,887 | 1902 | 1917 | 1992 
т | 1946 | 1960 | 1,974 | 1988 | 2001 | 2015 | 2028 | 2041 | 2054 | 2067 
8 [20m | 2092 | 2104 | 2116 | 2128 | 2140 | 2152 | 2.163 | 2175 | 2186 
9 (2:9 | 2208 | 2219 | 2230 | 2241 | 2251 | 2262 | 2272 | 2282 | 2295 
1 [2305 | 2313 | 232 | 2332 | 2342 | 2351 | 2361 | 220 | 2380 | 2300 


* Suba 104 nel: por exemplo, ln лоб —10 1294 


IV TÁBUA DE INTEGRAIS 


Formas básicas, 


1 fule-m - fed 


de 


3E fescucotudu- екин 


12 figuda--In|su]4C 


E) 


юше 
3 Јале їз feotuda аваас. 

4 [fitt меесине рес 

к grita AS 


к juran 
I" 
— 
» Jed udis cause 


H0 Јесаи ена 


Formas que envovem VT 


mo Је ан ja VET С 


DV et 


з ME VETO com 


Va quê 
a рее, 


Pa ES lu VET sC 


pura pe 


угай 


CIIM 


as és Inju VEZ |, 


s جرا‎ 


2 


E SE 


| 


[EEE E 


MM) Cut com Geometrie Anac Apêndice 


a 


CT 
rad 

ue caravan ZZ 

SEA ате E nl TP] 


LEE 


Formas que envolvem a + bu 


(as bu - oin |a ee] e € 


[a+ boy do(a + hi) 2 Ina bu] C. 


pd 
Ta 


s uia Bi da a bu tfe buf с 


ss Лас apt aeris C. 


s6 ENS 


& 


Саты 


E 


раа с d amem man 


80 Cedo om ботен Anata Apêndice 


Apêndice 


Permastrigonamétics 


Јона а алаас 
Јода Iu {sen ae 
Site 

Sendo сииас 
Jura ¿ont eue C 
Seo uda = 12 + cota) sen us C 
PS 
Jouta 
Jed uta ecu eH inficcusiguj+C 


[едом 


Pula зав cos, 1 f, 


Зоѓи seul +C 


—X—— 


uf uma f ua 


dec 


E TO 
ak ton Ады, 

Jeeta ut eos o 
sem aucos budu =- la ble _ costa + bJ 
fi aE ZL a С 


Jusenudasenu-ucou+C 


WO facosudu-cosu susenu+C 


MO fumado af cosa en fif cosu du 


Formas trigonométricas inversas 
A +С 


#8 fasudesuaeeosa- VI +C 


D [иий маца рипа 


2 
É; 
A н» 


% fuen E 

эз fumada PE vegu 

эз frend LE one 
э د‎ оова f EEA], n 
os Jae | mega [77 0], жез 


Formas exponencisselogaritmicas 


5» put 1а вс 


E 


зт рилет ен" pectet 


ан benta) ас 


LN TT 


€ 9С 
lt Dna) 


?9z9?99?9924$0e992220222222222222222222^2 


| 


€——— TT 


us 


“ 


“ 


w 


no 


m 


n 


stato com блотана Алйев Apéndice 


ГЕРИ 
өрек 
fu da mcnshu + 
ТЕС 
ҮТЕРҮ 
eotirdesin esae C 
Јева аала + C 
Јене infos с 
КҮЛ 
fec uiu estar 
feche tp du е sechus C 


fesehecohuda=-csthus C 


Varmas que envolvem Vau cu 


са 


folia du 8-30 YT ços 


ао) 


RESPOSTAS DOS 
EXERCÍCIOS DE 


NÚMERO ÍMPAR 


Não зо adas as respostas de exercícios que exigem 
demonstrações longas. 


CAPÍTULO 1 


EXERCÍCIOS 1.1 


105 mo өп 
34s Win QISE 
6,2 
غو‎ Tax s- 
эз En 2,1 
u-Pd mae sebr 
müne BP 21(23) 


23-9-0049) »[ 


Juno 


э (301-259) 33 (- e, -2001]U [-1999; =) 


3,1 3,9 
«(2-9 029 
э Apu sc que era cin 


en(20) 


(0) A paraea ao eixot que intercepta o eio 
em (0,3) 


(9 Todos os portos sobre o exo e à direita 
dde 


@ "Todos panton dos quadrantes eH. 
(9 Todos os ponto айо do eixos. 


(0 Todos os ponios interiores ao retângulo 
Asas 2es yal 


sem өрі) 


43 dA, CY = dU, B) + (B, CF; irea =28 


as ^ 
У | 

e s 
» y 


= 


686 Calla com Geometria Anaco 


Reena ds eco de nûnera Go 687 


og 


Lr 
59 e + =a 16 
[IE 
СЕЕ ESO 


n 
У " 
Ба T 
CUERO 
p 


T x- Ali y=015 


7010 (бсш Sa ti ар 
LE 


ноос md 


© мес 


Exercícios 1.2 


14a 


302 — (0-542 
(05а 58-2 (Sasha MS 
SG) -а+3 зз 


[DEN E 


[DT ENE] 


Y Tod sec 
з 

e 

пыры Qe 


s 


п 


NE 


ELE 


6) Me par nem impar 


n as т 
r mM У » 
db: dior Аа т cU H x 
© p @ уу ۹ 
а p ш p 


te d (0 У 
=з % © 
— 
33 
LI y mp 
BVAEMET SRSA 
3+ r + A 
E a х m MH (Mes 5) 
22 ES 


[2 E 


(0) Todos os resis exceto -5 e 4; todos o teto 
exceto, Ded 


эз Qe 2-333; (52,0) 
VEA: (em aU e) 
3 WESTE 
QT SS La) 


La) 


e 
я 
[4 


: 
| 


o Cl com Geometria Amalia 


vo i HEEE 13,28) O) VV -э: dl 


—— 


45 todos os ais exceto -2 e 


5 
— 
m"-— 


ТАЕ 


моз 53 VA -100+ Or 
ste NTIS 

sry VENIR 0912806 mi 
тта 


ay E 


E 


m 


EXERCÍCIOS 1.3 

(eT ът oF q-5 
feu (us (9 135" (1-0 
Й EET 


уле. 9-16: As respostas estão na ordem sen, cos, 


ӨСӨТ? 


" PTE: 2 


19 ш 


eVEPO-T (senda 
Beres. 214 


sus 2380 


T 
sis Hj 

a 

(a) y Л 


O) seen 


As respostas rio são nicas. 


Era, AR: As repaso ns 
—— A pos 


ааах‏ ا ااا ی 


„osx cosh = sen en cosa 
П 


Керн 


D D 
" Tm 
= Et) se) 
кита. 45-54: Divas еа pics 
45 (1 — sen? I + tf 0) =(cos ie 0) 
(eos (Шев? )e 1 


qeda cedo aeo 
momen 


= (2senu cos u)cos u + (1 А ا‎ 
=2sen ман? us senu: 2800 a 
CÓ! 
"sen u- 2er usen u2 sem! a 

= 3senu- 4 sea? usem 3 — Asc u) 
Чәй“ 


ЕМСЕ 
SUM 


мем”) 


i 


1 
Е] 


dus 
э E em ШШ улл, cod n denin am 


Ө 0,x 5212), 3254 
т лгу, уй. 
СТЕ 

1 -07,04 


CAPÍTULO 2. 


EXERCÍCIOS 2.1 


ime icti 
ал 34 їз ола эз 
п] ва s} из ва 
ип юш мша ы өм 
27 0) МЕ (0-6 (ONE 

29 la) МЕ (NE (ONE 

зрэ ew тег тг 
nmw ө. з өз юз 
35 (001 00 — ()NE (01 (00 (D NE 
37 (а) МЕ (UNE (ONE (MNE 

wo ою 


680 Ciao som Comer Anata 


эша ma ده‎ 
CNE (1 (DNE 


E y (090 093 (NE 

a Y 92 92 

as y өз ®з юз 

A som a O 
953000 53000 


49 (a), a força na decolagem. 
(0) Limit à esquerda de Ba força imediata- 
mente antes do lançamento da segundo fo. 
теме; limite а direita de 1-а forças 
immediatamente apés o lancamento dosequn- 

do foguete. 


(Ө Limit à esquerda de 2-а fog шейи 
теме antes de os motores serem criados, 
Limit dica de 0- forga gimcditemen 
após cs motores serem cortados, 

seres, 51-56: Uma calculado não pode provar 


resaltados. Pode apenas sugerir que coros Eis 
Atem. 


57 (0) Valores aproximados: 00, 10000 1.000; 


12102,0590, 04913. 
(9) O tinte nio exse. 


EXERCÍCIOS 2.2 


16) Hn) =K риба que pur todo « >0 
Sie um > Oque see [i-e] à em 
водке 

(0) m i = signifies que para too « +0 
exe um Ol ques rei mo interesto 
abero (e Ae eje ree, ctio) enano 
intro sesto IK - € КЗ) 


3 (a) lim s) =C significa que para todo «>0, 


eiae um B >0 tl qe sep- be x <p, 
emto ga) C| < e 

(Ы Jim glr) = C significa que pura todo €> 0, 
“ie um à > O lal quese x está no intervalo 
aber (pA p) ento дч) atê no interno 


abeno (C= C+ 
5 (a) lim f) =N абса que para todo e»0 


exis um B > Û tl que sere 2 < tr, 
então | fG)- N| < e. 

СЫ lim fla) -N significa que para todo «> 0, 
Css umd > бз que se z est no itenato 
abeno (,1+ б), ento Да) et no intervalo 
beto (W-s, Nre) 


70005 [an 


n 1092-161-029 

13 Dado e bio, escolher s e's. 
15 Dado e abito, escolher e «2. 
17 Dido ¢ bici, escolher s eS. 
19 Dido e xo, escolher e 


21 Dido e arbitririo, seja 8 um número postivo 
nibii. 


23 Dido e anbitririo, seja 8 um smera posiivo 
ps 


esses es eee de número impar. 61 


31 ndo intervalo (3-3,346) contém números 
para os quais о quacene é igual а 1 e ouros 
meros para os quais o quociente é ши a -1 

38 Todo intervalo (1-1, 1.) contém número 
para os quais o quociente é igul а 3, 
meros para os ques о quociente é à 


35 Podemos fazer i tio grande quanto quisemos, 
- esclheado x suficientemente proximo de 0. 


37 Podemos faner Vr 5) atraiament grande 
(gosta ou negativament) escolhendo £ va 
entemenle próxima de 4. 


39 Н muitos exemplos, um deles é 
fis)- t? - Dic) se xe Ye f) 25 


41 Todo imervalo (a = а. 8) contém números ais 
ue fin] 0 e ouros números tals que fa) = 1 


EXERCÍCIOS 2.3 


no non assa 
vagas 9-25 uq 


ame zoo 
E а м A vê 
n2 as wa os o 
mm 43 ат 05 


эшо (буш (ONE 
swo 0 о 
эз eer 


Е 


ED 


Shy» Wasa 


65 Sugestão: Faça pla) = ci. 
67 Porque Teuema (28) s ê aplicável quando os 
nes individuais citen e lim sen É nio existe, 


Lr 
49) зет< -27°C o volume Ve negava, aque 
бзш, 
I) NE 
б) А image es se movendo mais pun а 
Кеч 
EXERCÍCIOS 24 
18-9 qe 
зш- Qu 
se. me 
Tua Me 
amo a 
ui = 
se m зм 


25 1996654442, 0999965616, 0505994, 
11999929990 o lime parece ser 1. 


Minh an y-0 O Nela y 2 
31:--2-0x-2y-0 
e Sey ay0 


| 


E" 


RÀ leue com Geometria Аласа 


Yer 37-40: As respostas não são ics 


иб) M) - S0 45646) 050 
б «(iir 100) 
б) eli) ende para Q1 


EXERCÍCIOS 2.5 


Y Sato 3 Removível 5 Sao 
7t 9 Removível 1l Sato 

IN Memonivol 15 Remodel 17 Removiva 
9 V fi) = 12403 ft) 


нид 19 


ana 


24 | io € definida em-2 
тө fla) 6.04 f) 


ДЕСИ) 
2» in fie ee Л 


[ETE 
у Sed ce B, lim fit) e ДО), 


im fer) 0 ft) e lim f) = 2 f(8. 


wichtige deo fo 


m. E =) 
4 4 (a, -1)U (1,0) 
É) 


as feixe) 
Lr E 


spen] eee 

ses sedie 

59 0) = 100  f(10)- 5615101. Como f 4 
сайга em O, 10], exe o menor um nimero 
em (0, 10) tal qe Да = 100 

а gls =s;oras « 9,8(0) = 920180 29. 


Came g é cta em 35º, A] exite ao meno: 
uma latitud Ө en 35" e 40" al que q(0]- 24. 


2.6 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


mo n-e 2-а 


E] 7y 6 Q4 QN 


» m3 ONE 


ES P» m: o» (ow 


33 Dado e vitio, escolher ð = YS, 
E vo wa 
JUE, 
апа dr 


CAPÍTULO 3 
EXERCÍCIOS 3.1 

10100-4 yoke 

з аза? [e 
E [n 
то © a 


Ei 


postes ds seres de nro rper уз 


өз 
Le 
ye- jeri 
ug p mas 


13 emê (o) 11м бп 


ismob m2 0-2 Vi 
17 (a) Centurema=3 (h) Nio atinge. 
1965 mé 
2 
зз ma 
d (01-097; - 09713 


25 lo mk: - 006864, - 0,06426; - 0082. 


HM Cala com Geomarria Asia 


— Resp ds eros de nero impar бз 


EXERCÍCIOS 3,2 316540) Y H 55-07 Я EET Y 
E: 
в H 
уж»? = ү "т 
amido a H Я 
[m Н 
ЕЙ or 
ЕХЕНСЇ х > 
[T Er Y | cios a ипак дюн qus a. 
И Т ma Hd 1105 3 208 8-1 5 б у-2х-1, y «18081 
ym (Ae E om бз w- 
E = ыен (Oia mM бз Q-4 п 
20) (Ceu) E Y msi ga 
> 05 
ia ТИЯ 
мами | x APA ems س‎ Qm al 
теши, =) ٤ E КЕЛҮ 02 (Me усу e e 
пазе Шееле! em «1,42. z +2) s 
саноа 1 [ d ew [T 
E EN 
m. ue. ste 
Й Par و‎ “memos 
78 409-5 -1уйз) ex(é SNe + 
ә En шшш je 
7 ss E 2 =Se- (a? uo) 
її (a) Não porgue 10€ (ferente em x = 0. _ mwy jewi узба саа 
gm e ne ма ыз nm teca 
зо msm — 25í)Sm (буны ' э сай: (a) I (e) 9.6005 
Sim T " чаш q " 
Ws MU. зава ME шу dn ouod 
эледа, fü)-0, 5 
09 sit acu, F6) d$ Ar фут (d. 
їезприйг da ungenie em (Jo) uad X 
35 As derivadas ies ends diferentes ocidente tige da secante por A А 
а=? 


аДаМ) e Ga +h, аз Юр. 


(0) Sibrsire somar fla) no numerador e wasi- 
err dis its. 


(9 -20406 20008; 2000 (ez 
SISIR AI 


(el 12 é quase paralelo à tangente, mas não & 


Pfrrrreranacanênncarcc cansa 


q omebia Ai 


EXERCICIOS 3.4 


pes Seni ove) 


LIMES 


V Nn en) 


trotes tea aga 


СУ: 
ШУ, 


I orem o rt сойх exco x 
mm 


"(t 


Want im ez Qi part 


vota o, Pana mae 


ШКО y 


fm Seam 8690 
m 


(gg 


fena sens) - (essen 


51 D, sen 2r = D, (Len x cosa) 
= Asen al-sen s) + ox cesa] 
Acosta ~ ser 1) =2 cos 


EXERCÍCIOS 35 
1 O) (4c ue + ae (tx = e 


зам 0) -ode 
7 (G+ 5) ar + 3P 
(EVI 


Ea ыр. 
бдем) ® ET] 


no» 09 asim 1728 
19 Con 

к=, у = - 098851 02118-29) 
lans wams 


@) São iguais porque a aproximação pela tan- 
реше equivale a usar (331). 


Momo ak зы 
E EET 


1 
ie © 


31 xenî, 377 сш, 00075; 075% 
33 1000 ex 1.030,30 em? 
35 35,82 n; 4000419; 20419% 

1 
ЕЕЕ 


41 40% aumento EI 
450107 т 09" 


Respostas dor ext de nro ираг бу? 


49 Sugenão: Mostre que эр =- É dv. 


5144 é egito sonata M-d 
^| 
FE 
EXERCÍCIOS 3.6 
= 
tio эсш 


Sé (а) TUM) 


E Um 
dous ud 


13 (B-2 +r Df QA aca 1) 
15 120-5) 
17 б ТУ? + S 16k - их + 81) 


plo] awe 


as trios‏ کر 
E istum‏ 


29 2e (242) 

31-13 es 30en 30 

32 аре yer le DP (aee 
ЕССЕ 

37 6x sen (Ê) 6 cos Arsen 3r 

39-43 260029 A3 reor- SP сый: 
3 220e 0+3 0e 

45 2$6ма 5с- cos Sos Se + sen Se) 


ат ac dj L4 


S1 Û le cree" 2 (lg 2r- c2) 


ону cos 


E Bae 


3 9 
206 arr 


1 Aara Tamar 


СЕТЕ СА 


IBS иса 

mo шш 

516 Sei anos o entre 
x) = Дю) usando a regra da cadeis 


CO) Sugestão: Diferenciar ambos es muco de 
HS) = =) tando а regn da cadeia. 


so (2 


yy edi 
(st x 


а 
бта сш 
91 (}60кст® «1508en Gps 


688 Cleo com Gomes Апай 


posts dos exercicios de número impar 60 


EXERCÍCIOS 3,7 


ES шу 
i E 
Y E 
Д 
- 
"m TM M 
Gel" 3sen Gym 


NETT 
Телен (э) eset) 


ey _ Y жщ д 
Vade P-a mas 


ze 
a ni 
na mí x 


35 Infitos 37 Nenhum 


+07 


Pe eir‏ ی 


paa e> 


4100 BAB eis 


EXERCÍCIOS 3.8 

E os 14 
9051-04 emma — 11 00993 mrin 
DIHas 15 0:64 mé 1734 mk 
RSA әлдене 

21 ERA cio (шем) 23 cmn 


16 


У 
35-390 ORM emma Gp 


n 


oso ara 
Diam assistam 
omen woane 
Mamamia азлам 
smit 

41 Vii no a: E a 


* so 
em ee 


A 


51307 kh 


NAAA 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 3.9 


p : he 

ES эвг-л | 

ЕСЕ map H 
_ „А... B 

ngo БЕСЫ E 
нәме 118927044) 

ge (1-95 5 


ат еке IAS ауаз мн эз) 
19 (%-1(инё — 1396 + 39) 


4 
aula 


as send _ 


Ята 
39 Sees феса) 


2 sende 


2 

Tea 

э ossos + end) 
Ya 


EESTI 


1 зыя soca) M 


Y ls. a Eset 08) 


Ly 

"re 08 

"ez 
coser y) y? 
MEETS 


7 mas IDA тё: Has 
36:10): 0-1 

ul sai uz па 

37 G) fx de 3A Ф) баас (e) SA 


ЭЭ лай, sls 61-09 z 2 Nebum 
aM ыт Qa pa 
3 КЕЕ 
on а" 
R don ыда, жы 
mc P М, 


65 (2) Tangente vertical em ( 
O) Pamio de versto em 4,1) 


LET LI] 


эд gs 
uM 0 E 


¡mero eco de $. O número (0) -On 
E extremo loca, pois fi) e O se x< 0 ¢ 


Booo oaa КЕК 
(0) O único nero etico £ 0, pls mesmas 
cade de pate (9. O эшо ДОО 
mínimo local, pol) > 0e 20, 
29 (a) Hê um mer rico, 0, mus J(0) não é 
CAPÍTULO 4 tremo local, pos fta) < HO) sex < 0 ¢ 
fi) fv». 
o Y 
EXERCÍCIOS 4.1 
1 Mix de 4 em 2, тё. de Dem 4 máx local em E — 
эшме: Y= тйс nenhum 
(DM: sedem; omis: {=2 
(9Min: nedum тёш fl-1) =20 (6) A função conta para oo 


Aim, =). Se 0< x < ay < 
io к) < fs) e sim, não M mic 
теп mimo em (0, 1) 


(Mis: Hm 2N; mix; 13) né 


(8) мо não contndiz o Teorema (43) pope o 
гуа (0, 1) é abeo. 


41) Se /0д=схэ4 е сө, então Го) «co 
Logo, o М sime саб, 


O) En fo] anco tem extremos bolus 


ESPERA 


oia Alca 


AN e € inteiro, ондо f'n) ndo eniste. Caso 
^ lv] -0 pua одох en. 


asd Ja) asta bec e a20, entio f) 
Jun e Log, -Ma) € ‘nieo número cric. 
ty 


И! Cm Г) me, o único número critico pos- 
1 é =0 e Ј0)-0 Бел € par, então 

Ji) > Use x «0e азыт, O € nico local Se 

ı1 1 nut, ento O йо € extremo, рой fi) c 0 
ve e fü) » sex 50. 


ў 


ya (né ри) Е) 


A Min (6048) = 036; 
тө. JEM 210) -2 


Dm P 


Exencícios 4.2 


IM эз so q эг 


M f o t coma em [0,23 


13 f o£ diterenciivel em (8,8. 


ва nie w2 


из 


230 número c tal que case 2e (e 08) 

25 C1)» Ma ш) 1 sex >0, f'a) 
хеб е ['0) nio exise, lt nio condiz o 
Teorema de Ro porque noé difrncórl em 
dodo o intervalo aberto (-1, 1) 

27 Sugestão: Nostre que d «4 

29 Sugestão: а Jo) pe 

31 Sugestão: Se f é de gay 3, então 0) € um 
polinimio de gras 2. 


39 Seja xum nimeroem (a, h), Aplicando o lorena 
de valor má 


fe 4)-@ Assim, 
fe) - Дв) ¢ det f & uma função cortante 


35 Sugestão: Use o método do Esempl 4. 
37 Sugestão: Mostre que didi <- 4 mês, 
Ero 


EXERCÍCIOS 4.3 


n rp 


cente em 


Т 


=1 mín: f(-2)- fQ) --15; cos 


Fao) «ер demere om 
Б 
срна 


035; mín: f(D) -0; co 


€ Ln) decrescente em 


Respostes dos secos de mer teper 701 


9 Min-fe-1)- — Serescene em [-1, е}. 
decrescente em (e -1] 


nes f 


ii 
пета eme o] еп 


incen me 


Й 


202 Clio com Geometria Ant 


AS Não há entremos; crescente em (wy A] e 
18.9); erscent em 


ише E 6) 


۴ 


EE 


ишы а mts 


о ае 


29 Min: д0)-1 


E 22, се 


decrescente em 


AAA 


= Á 


espasas das exercia de número tny 


а омак: дет) 105 
(0) Crescente em (2,1311: 
decescete em [-191,2] 


x 


ien rne rs 


43 Máx, em x--0Sl; 
minen x04 


EXERCÍCIOS 4.4 


como f'(1)=2 20, (0) = 1 é mínimo; cine 


pa ds (o to po ыш а 


7 Omo [(бу--4< 0, f) -1 


3 Como f^) = 12 2 0,f(1) 5 mínimo cônes- 


peces mme cnn 


weva |o ааыа, 


У 


$ Co O) be taco feia 


pura пены que 1(0) =D é 
f'ier1)-96 50, Де VI) = -8 si 


Фест para cima em (ут), 


(VE): côncavo para baixo em 
(rt). 
—— 1 


T'is1)-8 >0, fis) 20 são 
pacimen(-m, VT) e 
mn EAT). 


а 


M Cono rl 
tom чш), 


E 


comendas de PI: 


emos locals; côncavo para cima em. 


O) côncavo par baixo em (0, =); 


3 D ( jos 4 máximo; 


= O, use o teste da derivada prim, 
que J(0) = O é minimo; côncavo para 


2 
P) concavo para tivo em 


13 Como £'(0)< 0, $(0)=0 € máximo; como 


e 


15 Comof"(-2) > 0,[(2)- 7:5 € minima оба 
avo para cina em(-2, 0) e (4 e) côncavo para 
ai em (0,4); coordenadas a de Pi: 0 e 4 


Á—— 


17 Como (218) < 0, fie)» 04 sto máximos; 
como $0) >0, J(0)=0 € mínimo. Faça 


VE - As eb =a 


Cnento para cima em (e, B cincavo paran 
em (hd) e (b, 9) coordenador de Pl ae b. 


п , 


25 Cono 00) = >0,$(0)= 1 пло. 


sena еше 
Perg 


201 ef E) мз 


Беров бенча, de número tingar 785 


ái dE rt | 


ES ” 


39 Se Ja) e? + +e, então f'a) =2а o 
não moda o siml. Assim, nio há ponto de 
ийе. 

(a) Cêmcnto рма cima se a > 0, 
®) Cöncavo para baixo se a< 0 


41 (a) Cóncaro pan cima em (- 0,48, 1); 
Обет para байо em [-1, - 0,48) 


0-045 » 


| EME E - Ap da rien 
43 (a) Checavo pan cima em (0, 3) 7 Ms ft) =0 2 ү 7 Mitt fl-3 eS) 15 
(0) Nenhum porto de inflexio em (0, 3) mins JC3- 5)» 1047 " " y 
AUS өлү 
y k - A 
т Ps 
К 
аы em , Ё 
d » n 
= И Й 5 
EXERCÍCIOS 4.5 ӨӨ 
1 мю ете, i эне = — 
1 кым өш , k 


20 Min: J() 3 imitns n) 


possemus cto 
3 Mix: 5 + NE) 1,05; 
mins 16-46) =895 


13 Mo há extremo 


5 Más: f(12- V) 025; 


» 
mín: 020430) = 293 O 


29 мом extremo, 
Ponto da ineo: (23,6) 


15 Mix fea) 


ңә 
в 
LI i. 


| 


FFTI?S?TSS900992409292292292229222-22-2— 


Ми Cle com mia Analia 


ut cima em (043, 2% 3657. 37 0417 mi OAI? m; 0833m 
etncavo para baixo (2, 043) 4 
[E SE APT SA 
үт 
ЕТ 


"d 


E Иен 


EXERCÍCIOS 4.6 


ПЕЕ VE ur e 


A Modo base alça = 
EXERCÍCIOS 4.7 
полону Sim 190 Gr 2: e 6 


) AWwimsbmenel22:48 — 948m esquerda em [0,2); 


M. Comprimegte « 438 m роп = 323 m; аанак. 
ызы 
ppm 
La, - E A 
RR RR 


esquerda em (VS); 
B E dicis em VE 
мас атама а, 2750 


2 E m ug 
29 bu) Ue Ө = 1671 em pan o regalo i 
I) Use toto o arame para o redigo Ыт 
4 is 
M tua ¿Lg e 0937 m. +90471 
6-85 
D 


590-6600) - ЕЯ 
esquerda em 0, 1 direka em (1, 4) 
ceguera em (4, S] 


TAN = 22 - 3 af) = 12028 = 1); 
disco NT. 


eco өче] 


за en [-2.- 


023 ماود 
af‏ ;149-20 = )119 
Im (99.‏ 


1 
КЕН 


18631 17 92008300828 


ЕСЫ 10] 15. 


[i-es 
m 
тишне, nn 


C) (u,n 4 1), onde n € inteiro postivo impar 


29 (a) 806 


[E 
с) - 004 «0,004. 
ай) = 896; C^(100) 048 

3 001120 


оу) 259, 100 ролы; 


сцы 100 coma, 
100) = 112,50; C (100) = 130 


эз C(S) = S46: Сб) - (5) 34647 

35 (O soe =1? (¢ te =0, 10 
(ф8-ах (0579 02 

37 (9) 180-26? (6917995 20185 - 1.000 
95151800. 

39 (0390 monos (0) 31542010 


EXERCÍCIOS 4.8 


14299 دورد‎ 
sana тана 
905 — nis 


BAM 15-0135 


770 Cio on Ceomeri Antica 


Beste de exis de nero impar 11 


17-488; 035, 1,3 4.9 EXERCÍCIOS DE REVISÃO її Como f'(0)=-2< 0,80) = 1€ máximo; coca Y MÁS: 0-0 
Bin o crgsus nam А AUI 
25 ss usas; 31090 1 мил = то 6)--8 321,1 vo pas cina em м) e bs 
3,1415936; 31415926 Au ae 
б) Tendem para 2x S Mica f)-28 min (os etc pu bie en | 3 V8, 4V5) con 
27 гр 


indefinita e 


— | — a 


(9) A tangente 10 gráfico de f em (0, 
Y шесе come nego. Lag, 1 
тет em (s f) рип п >1 também | 
inerceps o ixo ego. > 
29 O: x 1 ау 10464085, 4 
357 104429, x= 1,009451 


ГРЕТА iiia E 
хуз, x4- 1000000 


decrescente em 


jen эюм estes 


Porque f(1)-0 
3.055 


3015 013% 


1 u: 08) з sf 


2 


me У 
E ua 
ошма em Са) E "е (so) 
ранени ۴ | т 
i E 
E , 
H 
B 1 
? Cono 0) бе C) näo definida, seo teste | V 3 Эшне an 
"ident primeira para поши que no 1 | | 
tammon, Ойто рип cima em at) e k 29 Raio do sendo É, 
(2, =) Cinca para aixo em (02) Ant | 
du да pois de lido iod c | 


emp orto Ls 


31 (9) Uke todo o amme para оса, 


sm 
@) Ue gq рма o cite e o resto para y 
quadrado, 


эзмә- лү: n, 
2, 1F direita em (=1, 1); esquerda em (1,2 


35 C9) = 116; C001) = ctm) = 116,11 


le 


7 Cálido con Geometria Analia 


Maike O) amas 12 s00 
ww (изо 
19 4403 


CAPÍTULO 5 


EXERCÍCIOS 5.1 


PijeMaC 33824340 


5-35 уша, 
Sao Tuma 


Бн TN 
spun rec 


з-да. 25,3 
tsc nis dac 


Mame lala 
ЕЕ 


a Bra, mass 
-из-из+с икс 


ланос sirane 


manc Dedo 
MoewiC 33 eere 
5 VFTT+C dre 
MNT Me ae 


lse шшс 
maase sy dol 


yi в 
ze perte É 


SS y= sens +4 cos +343 
TOO 
59 a=- sor (SO) -3906 w 
91 Os) -162 - 160496 

eis (9-0 time 


аа дном 
ЕЛ 
G3») 61902 


nação diesel /()--g pus 


ө CU) = 20-0075? + 510073; 
A40) - 598628. 
EXERCÍCIOS 5.2 


AS 


aeos 
siwee 
1 2 
sitemec TiVo 


2 
э 20-23 


3 
ni-se.c 


1 +c 
n joer 


20000 


2 
СЕСК nec 


1 

25 -Jesdesc hna e 
1 1 

mf oe 


1 
Dago o 


sota адне 


o lasses 


SI Да =3 sen x =4 cosas axt 2 


EI 


edocet ts cioe 
РОТА 
A 
sans 
TES 2 
"э ве) mini 
Sues (i) heer u sens (iD) Fera = cou x. 


(il Usar a fórmula do ângulo duplo para o seno” 
As très respostas diferem por constantes. 


EXERCÍCIOS 5.3 
ам зә 59 тж 
250620 ш ng wea) 


кта. 13-18: As esposas no sio nicas 
sas us 


way сакале шю м 


aof wi эши ыш 


Eres 25-30: As reposta para (1) (Jato mesmas, 
sa nn 296 


xe» wima 


EXERCÍCIOS 5.4 


1 (a) Is 15; 11:04; 09: 1P = 157 
303,17,14,05.04:1PJ=177 
sw ww (036 


4 om nys 


Respostas de октай de número opor 21 


D 


EXERCÍCIOS 5.5 

139 342 52 r% 
DE art o coto ta 
13 Use o Tens (520) 

15 e o Tem баб. vf душ 
ШЕТ, anf nos 
TAE دس‎ as) 2 
2703 mé DWY ум 
31 1,426 33 Use (522) е (523), 


EXERCÍCIOS 5.6 
ж 
1ав 328 
ooa 
mo ul 
во mi 


alem атт oso 


1 зи „з 
aî om} mm q 


ZH Cil com Gomera Analia 


PT 
aja 


31 зкен: Use a Pate 1 do Teorema (530) e à 
regra de cadeia, 


SE a en 
EXERCICIOS 5.7 


IT 


360096 (уд 5 улат (9139 
Taass QS 9 60039 quo» 
nein was 

185 noy quis. 
nof ens i-us 

1 П 
150-05 wheo 


rens 0954 a ue 
2965 (в DAE 0859 
29 0) 1215 (01317 31 0174 mie. 
mos мів 


EXERCÍCIOS DE REVISÁO 5.8 


re 


ads as йө -зуз) 


xl mirare ао 


as‏ 2ر 


D 


41 Use o Coralie (S27) of а 
S 162-2014900 Q) 190s 
5 
(o Seien eos 


swm mae 


CAPÍTULO 6 


EXERCÍCIOS 6.1 

Fere 14: As respostas nio sã únicas 
ПАСЕ 
ورو د‎ 


"us 


27 BVI 16-2935 


оир 50)» еа 
miesO-S)c и мс 


DAT 


penas e exceto de número impur 713 


вај о mo-ss 


152f 167-))-04-8 


mif о-да 


IIT 


TO Cal com Geomeria Апана 


Hepa de meki de nimero lg 117 
ir le, ro apa 15 f (6-3 -Gde t 
n 
> 
no sn жат e 
F э] ETET ET » 


3042 0450 


sere бо -ола- омез) rama 1 «ffo? - (yia s n 
" 
maf sa У 
У 
7 Us mE 
HT 
r 
Te عرو‎ 
> К ЕРЕ EXERCÍCIOS 6.2 : » z 
E 
32-xf WEFR- 
of fh) [e P ч у Pm . " 
2 0f Ca ЫН az 1 2 x f адра 
[Tm 
L ¡0 umd 


па Co com Comi Anac 


Bal, ens Gent) 8 


cof apa e 


САТУ 


CS 
Daf B-P- B-E dett 
moler 
mde te enl 
Ofo- Tey y 


LO 


Dal 8-uP-8- ae 
јава 


3f 2-65) у 


30 


PsP dy 


annnm md (pa) uten 


Dah tnra nem 


| 


epus de celo de número уык 119 


m 
masan moz 


EXERCÍCIOS 6.3 


наета 


ipee 


seca tn 


LES 


ТООГУ, 
m 
E 


rare 


| 


ERRS2T2?2??22290990222202222222222225 


W) Cedo com Geomeria Arica 


өз] а-а-а 
шм] eta 

1 af 2-0-5-0 -xe 

эм] вета 

AAA 
of (e 

mr 


A 
mm 
Lt 


EXERCÍCIOS 6.4 


Terres 126: A primeira integral representa uma 


оз páficos de y= vi e 
4E) dol ps VE 


[oras 
TIEN CS 


ПЕТТ 
Lipe Jaca ja ts 
PPM NEEM 
пва 
зда] E to 2 


MO 


Aes 
N f [RA e do 
DES 


f INE imas a 


n finas 


pJas 


эйе [е 
э5 As des de secções transe de discas amas 
Siad alem (ЛЕ? pee 


e, Em cad caso Integrando representa 
TET 


EXERCÍCIOS 6.5 
1 f TT ae 
DAE 


зыта 


Respostas de cercos de número Inpar 721 


eoe eos] 
«М. 


[ER a 


3] 


Ур] ев 


n 


ПАД 


Ma VTE ar =, 
e 
=) 
17 а) sel e je үз 
nas ro onos 
E 


X Loon 


moy amos 


23980 2515 
273m Quin 


A Ta 
ufa er Rea 


E 


safa Vio ө- 

= IBY зза] 20404 
e - tx 
” ale) Via deem se 
D 2-24 VE VE a o ant 


41 Sugestão: Considere ds como a altura inclinada 
de um tronco de cone de rio médio x. 


“sm 


EXERCÍCIOS 6.6 
1 e 0) 90N-m 0) (a) 5071 (Ы 25331 
Smm Тай әзаба 


ш 29402 DSO 15 392083 


s (1-405 inm, 
maja » 


md 
O] 


PETTEN 


ro 


эк, 2 
D (a) ¡y KK constante (ИК! 


T Clo com Geomevia Analitica. 


EXERCÍCIOS 6.7 


125} 0,056 3 one 


m 

D 
E 
E 


0 


tite 


ке 


neme see 


DM LE 


EXERCÍCIOS 6.8 
wsop LSO 
m 
sf eon 


13 mm (a) 18 0) 6 (дз (09197 

15 i) [6019 - 11632 min 
бузоу - 1) 790 min. 

17666 asai (je) 1503 


39 ~5 gal 25 145 coulombs 


тш}, 12450 (0) de 830 em? 
(0) Nio é seguro, pols sio inatadosaproximada- 
теме 0926 joulen. 
aa 


m 


de eee de er ipa 


EXERCÍCIOS DE REVISÃO 6,9 y 


avi 


1 xf Tan 
1 mafia maes 


DO REL: 


эю расово аласа 
[a 


ade 


gj 72-199) лбн 


Ga 


ETT rr cam = 


JM Cedo com Geomevia Ana 


пиров унн (6 0 + 
90099 


25 00m 
71 (a) Airea sobo gráfico dey = 2x 


(0 @ O volume obtido pela revoiugao de 
y» VER em tomo do tito. 
@) 0 volume obtido pela revolução de 
yx em torno бо ixo 
9 O trabalho realizado por uma forga de mag- 


nitude = 248 зо moverse de 2m0 à 
En 


CAPÍTULO 7 
EXERCÍCIOS 7.1 


7 EF 9 3-320 6-3? 


13 o) O gráfico de f é uma reta de coeficiente 
angular aab e, assim, é um-sum. 


= 


СЕ) 


өг) 
ера 


(E22: 3.3] 


э p 


an 
Foz ian] 


21 (a) f E oscene em 


9 logo, é unam 
® e) (e) x 
23 (a) f € decrescente em [0, ж), log, € tm-arum 


® 4 0 sds 
25 (9 Y é асно em 


9) Todos os 


1 
peros reais excel tero = y 


27 (a) f é decrescente, pris 70) > 0 para todo x 
an 


29 (0) уе decrescente, pos 70) < O рма к > 0 


31 (a) f ê crescente, pois fr)» 0 pan todos, 


1 
eie 


ExERCÍCIOS 7.2 


Gees san ET 
xu Ayr 


epos de сене de nimeroimpor 725 
39 r2 + 1) 50x 439) 

ааз пуер 
"eT 


азуы 


19x? + 20€ - a aye 
едра 


4 (051010 5) - (0,651) y^ (Sh) <0 im 
Bs qe o gráfico é clacavo para baino para 


9073 


БСО 


ocn] 
= picota Qus pata 


y= G?) contém pontes com coordenadas x 
negativa, 


m 


SOS 576)Nio (Sim (дню 


P 


EXERCÍCIOS 73 
з m 
1 xe و‎ = 


Ls (as La 
т O eese n d 


Lp e поа 


mee) nime tene 
ЕЕ oes) 


27 de* ec een) 


D enira) 


ayer EE 
Mee — P" uoieady 


зву 


726 Cito com Geometria Anac 


37Min Д #=-є%=-0368. crescente em 
1-1, а); decescene em (=, 1); chncavi para 
sima em (2/0) côncava para baixo em 
fe, 2; pontos de inflexão: 
t (20am) 


y 


0) e (0,2); còncava para 
0) 0 совама pra bic em 


41 Min: fe = -e tjerescente en [e 2) deres- 
хеме am (ФС, cóncava para ima em (re); 
ão M pontes de lesão 


y 


43 «їй <a) 45 (o) 


BED qus ct-o 


LL 


» 


а 


змаг 


Meto 59057 


w(i) oem 
» 


Lr 


= oggi esce em (ир de- 


crescente em (yo), côncava pura cma em 


Limites paio azero. 


› 


EXERCÍCIOS 7.4 


1 


3 


E 


i 
Mg npe 
(0321 peo +0 
m 
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